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RESUMO

Neste trabalho & desenvolvido, baseado no metodo
da energia, um processo automatico para o calculo da carga
critica de instabilidade lateral de barras elasticas de sec
¢3ao aberta de paredes finas., Sao feitas comparagoes e os re
sultados mostram boa aproximacao com as solugoes exatas em
exemplos nos quais elas podem ser obtidas.,

Tambem & levado em consideragao o bimomento: sao
feitos exemplos nos quais e discutida sua influencia sobre

a especie de problema e o valor da carga critica.

ABSTRACT

In this paper is developed, based on the energy
method, a computer oriented process to calculate the criti
cal load of lateral instability of thin-walled elastic bars
of open sections. Comparisons are made and the results show
good approximation to the exact solutions in examples where
these are available.

The bimoment is taken into account as well: exam-
ples are made where its influence in the kind of problem and

in the value of the critical load is discussed.
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1 - INTRODUCAO

0 problema da instabilidade elastica de barras de
secgao aberta de paredes delgadas foi estudado de maneira
sistematica por Vlassov (1). As equagoes diferenciais obti-

das sao, entretanto, de dificil resolugao quando se conside
ram carregamento e condigoes de contormo gerais, tendo que
se recorrer, para a sua resolugao, as fungoes de Bessel ou
series de poténcia, ou ainda a processos numericos de integra
gao.

Por outro lado, utilizando-se o metodo da energia
(2), & possivel nao so deduzir as equacoes diferenciais de
maneira um pouco mais amena, como tambem evitar a sua reso-
lugao, achando valores aproximados para a carga critica por
meio, por exemplo, do processo aproximado de Ritz.

Neske trabalho & desenvolvido, baseado no meétodo
da energia, um processo aproximado de calculo que, permitin
do o uso do computador por causa de suas caracteristicas au
tomaticas, fornece valores com aproximagao extremamente boa
para a carga critica., A derivagao desse processo encontra-
-se no capitulo 3. Os exemplos de aplicagao encontram-se no
capitulo 4.

No capitulo 2 & deduzida a expressao geral da e-
nergia e, por consideragoes do calculo variacional, sao de-
duzidas as equagoes diferenciais, E feito tambem um apanha-
do sobre os processos de resolugao apontando as suas carac-
teristicas.

Procurou-se tambem estudar o efeito do bimomento
que até agora nao foi levado em consideragao devidamente. O

bimomento nao so afeta o valor da carga critica em certos



casos, como também tem influéncia sobre o tipo de instabili
dade. Esse estudo e feito no capitulo 5 onde tambem estao
os exemplos de aplicagao e a discussao dos resultados.

No apéndice I & feito um resumo da teoria de fle-
xo-torgao: achou-se mais conveniente apresentar as grande-
zas envolvidas de uma maneira um pouco mais elaborada, atra

ves de suas definigoes e relagoes, do que a sua simples enu
meragao com os simbolos respectivos.,

No apendice II encontra-se a listagem do programa
FORTRAN para o computador IBM 1130 que permite o calculo da

- o
carga critica.



2 - DEDUCAO DA EXPRESSAO DA ENERGIA

2.1 - Consideracoes iniciais

A barra sera referida a um sistema de eixos x y z,
sendo y e z eixos principais de inercia da secgao e x um ei-
xo longitudinal pelos centros de gravidade das secgoes. Se-
jam, (figura 2.l1la), D(yD, zD) o centro de torgao e Q(y,z) um
ponto generico da secgao.

Alem dos eixos mencionados, se faz tambem uso de
uma coordenada s ao longo do esqueleto. A espessura t pode

variar com s e o elemento de area da secgao e dado por:

ds-tds l'...D.'....‘..'.....Il.......(zil)
b)
z
AL I
T y
+D
1
Ql
(z-zp)¥
y
(y‘yD)\P
FIGURA 2.4

Fazem parte das hipoteses iniciais:
- I3 ~ - .
a) A espessura & bem menor que as dimensoes caracterilsticas
da secgao e estas, por sua vez, sao bem menores que O

comprimento da barra;



b) A secgao e indeformavel em seu plano, e suas dimensoes

nao variam com x.

2.2 - Deslocamentos

Quando a barra estiver submetida a um carregamen-
to capaz de causar a sua instabilidade (carregamento criti-
co), ela passara a ocupar uma nova posicao de equilibrio.
Tendo em vista a hipdtese b) acima, essa nova posigao fica-
ra caracterizada por tres fungoes de x: deslocamentos Vv e

D
wy do centro de torgao na diregao dos eixos y e z, respecti

vamente, e angulo de giro ¢ de toda a secgao em tormo do
centro de torgao.

A figura 2,1b) mostra esses deslocamentos com o
seu sentido positivo. Com base ainda nessa figura sao dedu-
zidas as expressoes dos deslocamentos de um ponto genérico

da secgao nas diregoes dos eixos principais:

vy, o+ (z-zD)¢
S ceecscnosnsessasseses(2.2)

wo= oy + (y-ypld

Para a dedugao dessas formulas basta lembrar que
o deslocamento total da secgao no seu plano pode ser consi-
derado como a superposicao de:

a) uma translagao com componentes vV, e W, nas di-

regoes dos eixos y e z, respectivamente;
b) uma rotagao em tormo do centro de torgao.

Essas expressoes contem somente termos de primei-

ra ordem em v vy e ¢ e sao validas para os deslocamentos

Dl



pequenos que se consideram aqui, Convem ainda observar que
essas expressoes fornecem os deslocamentos ocorridos apos o
carregamento ter atingido o valor critico sem se referirem
a0s deslocamentos ocorridos antes da perda de estabilidade.
Nas vigas para as quais o problema de instabilidade tem in-
teresse, esses deslocamentos iniciais sao despreziveis e a
viga pode ser considerada aproximadamente como reta no ins-
tante da perda de estabilidade.

Serao tratados problemas de instabilidade tanto
de barras como de vigas; por isso estao sendo usados os
dois termos. Em geral, se reserva o nome de barra para as
pecas solicitadas so por forgas axiais. No que se segue tu-
do o que se referir a vigas sera valido para barras e vice-

-versa.

2.3 - Tensoes

A viga esta sujeita a um carregamento qualquer de
cargas longitudinais e transversais com a unica restrigao
que as cargas transversais passam pelo centro de torgzo de
cada secgao.

A tensao normal em cortes transversais sera entao

dada por:

P AN SO B cee.(2.3)

Onde os esforgos considerados sao:
N : forga normal

M, Mz: momentos fletores



(*)

B ¢ bimomento

e as caracteristicas geometricas da secgao sao:

S : area

J_, J_: momentos principais de inercia

y z
Jw : momento de inercia setorial
W : area setorial (fungao de s)

As tensoes de cisalhamento, alem daquelas provoca
das pela forga cortante, sao: a tensao T, de torgao livre,

linearmente distribuida na espessura, e a temnsao T de fle

ft

xo-torgao, uniforme na espessura.

2.4 - Energia de deformacao

Os deslocamentos Vps Wp € ¢, que caracterizam a
posicao deformada, sao responsaveis pelo aparecimento de
tensoes complementares o, e T, Chamando as deformagoes cor
respondentes de €. © Yc’ pode-se escrever para a energia es

pecifica de deformagao:

[ J . g +*
v 2 ( c %e Te Yc)
0 elemento de volume e dado por dx+*dS. Para achar
a expressao da energia de deformagao, & necessario integrar
a expressao acima no volume., Utilizando-se as relagdes da
lei de Hooke se obtem entao:

0
U = _f%_ J( fc: dS) dx + ;é f(};i dS> dx
> §

° S

(*) - No apendice I encontra-se um resumo da teoria da fle-

xo-torgao.



onde E e G sao, respectivamente, o modulo de elasticidade e

o modulo de elasticidade transversal.
Na primeira parcela (U)) a tensao O  sera substi-
tulda pela expressao (2.3) onde se consideram agora os es-

forgos correspondentes as tensoes complementares. Desprezan

do, como usualmente se faz, a contribuigao da forga normal,

se obtem apos a integragao na secgao:

¢ 2 2
1 gyc zc c
Uy " I S S el R
y z w
0

Os termos em y, 2z, w, yz, Wy e wz desaparecem na

integragao sobre a secgao. Os termos em y2, 22 e w? dio res

pectivamente Jz’ J e Jw.

y
Como os esforgos, na expressao acima, correspon-

dem aos deslocamentos v w, e ¢, valem as seguintes rela-

p* "D
goes:

M = -E J_w'

yec Yy D

Mzc--E Jz VI')' } -no.o.onc.-oooooo.cnc-.(2¢4)

"
B = E Jw ¢

onde a linha representa derivagao em relagao a x.

Para a segunda parcela (Uz) sera desprezada a con
tribuigao da forga cortante e do momento de flexo-torgao,
restando somente o momento de torgao livre. Com a distribui

¢ao esquematizada na figura 2.2, se obtém entao:

T, ® = T I %)



onde:

Mp: momento de torgao livre

J : momento de inércia a torgao

r : ordenada perpendicular ao esqueleto com origem nele (mno
plano da secgao).

Para as secgoes abertas de parede fina que sao

tratadas aqui se tem:

cesesrsnasseascesseeeal(2.6)

FIGURA 2.2

t/2

Para os perfis I, U e H fabricados no Brasil essa
caracteristica de secgao encontra-se tabelada (3) juntamen-

te com outras.

Substituindo T pela expressao (2.5) na segunda

parcela da energia de deformagao se obtem:

{ +t
U, = —— : 4Mf;i 2 4r a d
2 3G J2 r r S) X
t
o] S_t/z

o




Para M, vale a seguinte relagao:
= !
Mt GJt¢ oo--o.ol000000159000000001(207)

Substituindo (2.4) e (2.7), respectivamente, nas
expressoes de Uy eU,, se obtém finalmente a expressao da e

nergia de deformagao:

0

- 1 "2 n2 n2 12
U 7 J[ E J}' WD + E Jz VD + E JO.) ¢ + G Jt¢ dx (2.8)
o

2.5 - Energia potencial

A energia potencial total de um sistema elastico
@ composta (4) de duas parcelas: energia potencial dos es-
forgos internos, tambeém chamada de energia de deformagao, e
energia potencial das cargas.,

E necessdario entdo deduzir agora a expressao da e
nergia potencial. Convém lembrar, entretanto, que na expres
sao de U, equagao (2.8), s0 entrou a contribuigao das ten-
soes complementares trabalhando com as deformagoes comple-
mentares, ambas provocadas pelos deslocamentos Vps ¥p e ¢.
Como, no instante da perda de estabilidade, a viga esta sub
metida a tensoes que nao estao relacionadas com esses deslo
camentos, & necessario levar em consideragao, no calculo da
energia total, o trabalho dessas tensoes com aqueles deslo-
camentos.

Essa parcela da energia e as demais parcelas da e

nergia potencial serao deduzidas nos Itens a seguir.



2,5,1 - Inicialmente sera vista a contribuigao da tensao 0O,

provocada pelos momentos fletores, trabalhando durante a ro

tagao ¢.
Na figura 2.3a)e indicado um elemento dS*dx com a
a) b) *
tc
8
dx 2 x dx
<<ii‘{E§5\I/’ e
dsfja” y 16
I
rd re |

FIGURA 2.3

sua distancia r ate o centro de torgao; o deslocamento do e
lemento devido ao giro e como indicado na figura 2.3b. Ain-
da nessa figura e indicada a distancia 6§ de que as duas ex-
tremidades do elemento se aproximam, na diregao x. Essa a-
proximagao se da porque as duas secgoes separadas por dx gi
ram de angulos diferentes, provocando a inclinagao do ele-
mento de um angulo .

Tem-se entao:
2 o
§ = dx(1 ~ cosa) = dx-2esen —

Para angulo 0 pequeno, se pode escrever aproxima-

damente:
2

§ = —%— dx

onde o angulo o e dado por:




..11..

r d¢

%= dx

=r¢'

Obtem=-se entao:

2 12
-9 "
8 5 dx

Para a distancia r se pode escrever:
2 2 2
r o= (y-yp) + (z-zp)
Obtendo-se, entao, a expressao final para §:
2 2
(y=yp) " + (z2-2zp)

§ = > 6'2 dx

A contribuigao das tensces O para a energia sera

{
T J J g ds §
oS

Desenvolvendo a expressao de § e substituindo-a

entao:

na expressao acima juntamente com O, se obtém:

¢
M
1 2 2, 2 L2y !
J [ __X_ z + J: %)—7—(y -2ny+yD+z —2zzD+zD)¢ 2 ds dx
]

Efetuando as integragoes indicadas chega-se a ex-

pressao final de T,:

{
1 '2
Tl = TJ' ¢ [ZMy(kz"'zD) + ZMZ(ky-yD)-] dx 00(209)
]

onde estao sendo introduzidas as seguintes caracteristicas

de secgao:
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1 [ .22 ]
ky'T—Jz—-J Y(y +27)dS
s 4 oooooonno-oo(ZalO)
a1 [ 2,2
Ko T gy | Rlyren)es
y s J

que sao (1) as coordenadas do centro do circulo de estabi-

lidade nos eixos y e z, respectivamente.

2,5.2 - Parcela da energia devida ao momento torcgor

Embora tenha sido assumido que as cargas transver
sais passem pelo centro de torgao, pode, ainda assim, haver
o aparecimento de momento torgor antes da perda de estabili
dade, quando a viga estiver submetida a um bimomento. Somen
te esse caso sera considerado aqui, para se ter a expressao

completa da energia,

£

+
[=%
<

giro do segdo x : ¢
giro da segdo x+dx @ + dy
FIGURA 2.4
+
Na figura 2.4 esta representado um elemento de

uma viga submetido ao momento torgor M. A energia corres-

pondente ao elemento de comprimento dx sera:

d T, = M ¢ - M:(¢+d¢)

ou

d T, = -M_ dd

2
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De onde se obtem:

¢
- - d¢
T2 Mt Ix dx
0
ou )
B - 1
T2 Mt¢ dx ‘..‘.0000.0..0.'.0...(2.11)
0

- . - - . -~
Essa parcela, como sera visto, nao tera influen-

cia nos problemas que serao considerados.

2.5.3 - Energia potencial da forca normal

Considere-se novamente, figura 2.5a),0 elemento
de volume dS:dx mas agora sofrendo os deslocamentos totais
v e w dados por (2.2) e submetido & tensao O provocada pe-
la forga normal, como indicado na figura 2.5b).

Considere-se ainda o segmento 1-2 ligando os pon-
tos médios dos elementos de area dS separados pelo compri-~
mento dx. As duas extremidades desse elemento sofrerao des-
locamentos diferentes o que fara o elemento se inclinar de
um angulo 0, como indicado. Nessa figura 1'-2" representa a
posigao final do elemento 1-2 enquanto 1'-2' representa a
posigao do elemento apds a translacao paralelamente a si
mesmo com deslocamentos v e w na diregdo dos eixos y e z,
respectivamente.

Como indicado na figura 2.5¢), as duas extremi
dades do elemento se aproximaram, na diregao x, de uma dis-
tancia 6 que & dada, como no Item 2.5.1, por:

2

§ = —%— dx

onde o angulo o & dado agora, como indicado na figura, por:



a)
deslocamentos do ponto 4 : v e w
dx deslocamentos do ponto 2 : v+dv e
[ W+ dw
n/
ds

) Jlav)+ (aw)
b) IG=%' c —‘#’—ﬁ
" 2I
- v ]
v
\ |« dx
|
L
q

=

FIGURA 2.5

. / (av) e awy?

a dx

Substituindo essa expressao de 0 na expressao de
§, se obtem:

Gaﬂlz_‘(v'z"'W'z) dx 000000-000000-0(2012)
A energia potencial da tensao 0 durante esse des-

locamento § sera dada entao por:

y)

T3 = J I g ds §

° S

As expressoces (2.2) devem agora ser derivadas e
substituidas em (2.12); a expressao resultante, juntamente

com 0, sera utilizada na expressao de T3, obtendo-se:
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T = _l_ _E_ (v +z¢'—z ¢' ) + (w'- o'+ ')2 ds d
3 % 73 g p7Y® *yp? X
S

Efetuando as operagoes e integragoes indicadas se

obtem!
)
.2
1, = -%_-IN[qu) +2(u yp vz 06" + v Zey I;Zde vee(2.13)
[}

onde esta sendo utilizada a seguinte caracteristica geome-

trica da secgao:

+2 +'—'}—’_—z— 00.000-00...00.(2.14)

(ip e o raio de geragao polar em relagao a um eixo passando

pelo centro de torgao)

2.5.4 - Energia potencial do bimomento

Uma parte da contribuigao do bimomento sera anilo
ga a parcela do Item anterior. Ou seja: considera-se o tra-
balho das tensoes O, provenientes do bimomento, durante o

P ’

encurtamento § dado por (2.12):

Com as devidas substituigoes e realizando as ope-
ragoes e integragoes indicadas, se obtém como expressao fi-

nal para essa parcela:

U
W

Ju

T B¢'2 dx -ooucuaouaoco-(ZolS)

. L
4 ° 72

°'5Ae

onde esta sendo introduzida a seguinte caracteristica geomé



trica da secgao:

U - J w(y?+z%)ds et teeteerneeneenea(2.16)
S

Essa nova caracteristica de secgao, introduzida
por Vlassov (l), tem a mesma dimensao do momento setorial
de inercia; para secgoes com um eixo de simetria ela & nula.
Como sera visto adiante, quando U, e nula o bimomento nao
alterara o valor da carga critica mas pode ter influencia
sobre a especie de instabilidade.

A outra parte da contribuigao do bimomento para a

dS\ ds
- ds
Se | Sd

FIGURA 2.6

energia total & o trabalho dos bimomentos aplicados durante
o empenamento por eles provocados. Na figura 2.6 o eixo x e
orientado da esquerda para a direita; o empenamento u, indi
cado com seu sentido positivo, nas extremidades e dado res-

pectivamente por:
- '
u ¢e

-wq)d

' ' - . - . .
onde ¢e e ¢d sao as derivadas do angulo de giro nas extremi




Supondo que os bimomentos B, eB sejam aplicados,

d
respectivamente, nas extremidades esquerda e direita por

meio de tensoes oe e Gd’ pode-se escrever para a expressao

dessa parcela da energia potencial:

ou

I...l'..‘."..'0000(2.17)
Caso os bimomentos fossem aplicados por meio de
cargas concentradas, o mesmo resultado seria obtido com de-

monstragao analoga.

2.5.5 - Energia potencial das cargas transversais

A carga transversal sera constituida por forgas
concentradas Pi e forga distribuida q. Suas componentes nas
diregoes dos eixos y e z serao, respectivamente: Pyi’ Pzi e

A figura 2.7a) mostra uma forga generica P apli-
cada no ponto A com excentricidade e; em relagao ao centro
de torgao D. O ponto A sofrera, além dos deslocamentos vy e
wy do centro de torgao, um deslocamento durante a rotagao

da secgao em torno de D.

Durante essa rotagao, o deslocamento da carga Pi

na sua diregao e dado por:



a=-¢e,(l-cos¢.) = e -25en2 —3i
i i i 2
Para angulos pequenos, esse deslocamento pode ser

feito, aproximadamente:

A parcela da energia potencial correspondente ao

deslocamento da carga P, durante essa rotagao & entao:

/\ z_ C6
on N y

FIGURA 2.7

na figura 2.7b), essa expressao pode ser escrita como:
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De onde:
2
(i) . _ %
Tg 7 (Pap g5 * Byyoeyg)

Para se ter a contribuigao total da carga Pi para
a energia potencial, & necessario considerar ainda o traba-

lho das componentes Pyi e Pzi nos deslocamentos do centro

de torgao, respectivamente, v Considerando entao

e w

Di Di’

essa contribuiggo e ainda as parcelas correspondentes a car
ga distribuida, cuja elaboragao & feita de modo perfeitamen
te analogo, chega-se a seguinte expressao da energia poten-

cial das cargas transversais:

P . ¢? e ., ‘ f
- E: 21tz . J.q v, dx - ] q, w, dx
2 y D z D
0 o]
¢ {
- _%_ f a, 62 e, dx - —%— J q, 62 e, dx (2.18)
0 0

sendo a somatoria estendida a todas as cargas Pi'
Considere-se agora o principio dos trabalhos vir-
tuais aplicado ao conjunto de cargas P. egq (com esforgos
internos correspondentes My e Mz) atuando nos deslocamentos
vy € WD (com curvaturas correspondentes c1 e c2). Pode-se

entao escrever:




E necessario ainda eliminar c, e c, da equagao a-
cima. Como indicado na figura 2.8, cy e c, sao as curvatu-
ras das projegoes da elastica, respectivamente, nos planos

Xz e xy; ¢, e c, sao as curvaturas da elastica nos planos

principais apos a deformagao.

c
y
‘e
4 Cz
el |  ——

\

\ | FIGURA 2.8

Da figura 2.8, considerando que ¢ € um angulo pe-

queno, pode-se fazer:

Substituindo as expressoes de c_ e c, nas expres-

soes acima, se obtem:



As expressoes anteriores sao agora substituldas
em (2.19) e esta, por sua vez, em (2.18), resultando assim

a expressao final para T6:

¢

11 - ” " ”

+[-(M w M vy ¢ + Mz vy * Mz 2 ¢) dx eees(2.20)
0

2.6 - Expressao da energia total

Somando o8 resultados parciais da energia de de-
formagao, equagao (2.8), e das diversas parcelas da energia
potencial, equagoes (2.9), (2.11), (2.13), (2.15), (2.17) e
(2.20), obtem-se a expressao da energia total que pode ser

colocada na forma de um funcional:

¢
- ' n ' " ' 1 _ 1 2
v J F(VD’ vD’ VD’ wD’ wD’ w 4 ¢’ ¢ ? ¢ )dx 2 Zpyieyi¢i
(o]
1 2 ' '
-TZ Pzi ezi ¢i+Be ¢e-Bd ¢d 001'0000-0(2'21)

Onde:

¢'2

D D

- 1 w2 na nd
F 'i_'{E Jy w + E Jz v + E Jw ¢ + G Jt

.2 Us 1
+[N ip *+ 2M (ky~zp) + 24 (k ~y;) + B 7 ;]¢

- 2 " -— " " "
(qyey+qzez)¢ + 2MzwD¢ 2Mva¢ + ZMZVD + 2Mwa

_a ' ' _ ' ' 12 12
IM ¢+ 2N(ypwp-zpvpd e 4 N(vp Ty )} ceeeeeaa(2.22)
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A energia total sera extrema na posigao de equil

[ra

brio. Para achar o extremo do funcional V recorre-se as e-

quagoes de Euler (5) que sao no caso em estudo:

OF  _( dF j+ dF "- 0
3vD ng dy
D

3F _<8F >'+(3F>"-0
BwD dw'! W

D D
o _(ar N, (r \'
a¢ 3¢f 5$n

A aplicagao das equagoes acima para o funcional

da energia total conduz as seguintes equagoes diferenciais

nas fungoes Vps Wp © ¢

1"

1
_ ,— , _ " -
EJ_ vy [N(VD 2,0 )] (M) + M =0
Vv ' ' " 1"
- ' =
E Jy v [N(wD+yD¢ )} + (Mz¢) + My 0
Iv_ " 2 _
E Jw¢ G Jt¢ {[N iy + 2My(kz zD) + S e (2.23)
+ 2M_(k_-y,) + B " ] ooy +
r ! '
- "_ "n_ =
+(NvD) z, (qyey+qzez)¢+MzwD Mva Mt 0 )

Essas equagoes, deduzidas pelo metodo da energia,

coincidem com aquelas deduzidas pelo metodo do equilibrio(l).

As fungoes v;, w, e ¢ solugoes dessas equagoes

diferenciais sao as fungoes que tornam extremo o valor do



funcional da energia e caracterizam portanto uma posigao de
equilibrio da estrutura.
0 metodo da energia serve, nao somente para dedu-

zir as equagoes diferenciais, como foi feito acima por con-
sideragoes de calculo variacional, como tambem para evitar
a sua resolugao que, com excegao de alguns casos bem simples

de carregamento e vinculagao, pode se tornar bastante traba-
lhosa ou mesmo impossivel de ser realizada praticamente.

Uma alternativa consiste na escolha de fungoes a-
proximadas para os deslocamentos, sendo essas fungoes depen
dentes de alguns parametros. A energia passara entao a ser
uma fungao desses parametros; com isso se transforma o pro-
blema de achar o extremo de um funcional em um problema de
achar o extremo de uma fungao de um numero finito de varia-
veis,

Esse processo descrito no paragrafo anterior cha-
ma-se processo de Ritz e apresenta o inconveniente da esco-
lha das fungaes, as quais, para cada caso particular, devem
satisfazer as condigoes de contorno do problema. Alem disso
as integracoes que devem ser feitas podem tornar o problema
extremamente trabalhoso.

Uma escolha conveniente dos parametros, dos quais
dependem as fungoes, pode tornar as integragEes independen-
tes das particularidades de cada caso e assim conduzir a au
tomatizagao dos calculos; as condigoes de vinculagao podem
ser introduzidas posteriormente de acordo com cada caso,mas
também de maneira automatica, Um processo com essas caracte
risticas sera apresentado no capitulo seguinte.

Convem, entretanto, discutir antes os problemas

de estabilidade que podem ocorrer comparando os procedimen-



tos de resolugao das equagoes diferenciais com os dos pro-

cessos tipo Ritz,

2.7 - Problemas de 1% ¢ 22 especie

A perda de estabilidade de um sistema elastico &
caracterizada pela passagem do sistema de um estado de equi
librio para outro.

Nos problemas de 12 especie, tambem chamados de
problemas de auto-valor, as duas formas de equilibrio sao
qualitativamente diferentes. Quando o carregamento atinge
seu valor critico, a viga passa a ocupar uma posigao de e-
quilibrio indiferente, caracterizada pelo fato de que as
fungoes vps ¥y e ¢, que definem essa nova posigao, sao de-
terminadas apenas na sua forma.

0 problema matematico correspondente de resolugao
das equagoes diferenciais & entao um problema de auto-valor,
sendo a carga critica determinada pelo menor auto-valor que
torna possivel a existencia de uma posigao de equilibrio di
ferente da posigao inicial,

A resoluggo de problemas de 12 especie pelo meto-
do de Ritz conduz a um sistema de equagoes homogéneas nos
parametros; esses parametros nao podem ser determinados em
sua totalidade e uma aproximagao para a carga critica & ob-
tida com a anulagao do determinante dos coeficientes dessas
equagoes, o que garante a existencia de solugoes nao trivi-
ais.

Nos problemas de 28 especie a passagem de um esta
do de equilibrio para outro & caracterizada pela variagao a

penas quantitativa das fungoes que definem a posigao deslo-
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cada. 0 carregamento critico e entao definido como aquele
que permite variagoes extremamente grandes das funcoes-des-
locamentos para uma variagEo tao pequena quanto se queira
do carregamento.

A resolugao de problemas de 22 especie, quer pela
resolugio das equagoes diferenciais, quer pelo processo de
Ritz, conduz a fungaes bem determinadas. O que ocorre e que,
nesse caso, a teoria linear de 22 ordem leva a deslocamen-
tos que sao fungoes nao lineares das cargas.

Convem ainda salientar que a energia total do sis
tema e estacionaria quando o carregamento atinge seu valor

critico tanto para problemas de 12 especie como para proble

a - .
mas de 2= especie.
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3 - APLICACAO DO METODO DA ENERGIA NA DERIVAGAO DE UM

PROCESSO AUTOMATICO DE CALCULO DA CARGA CRITICA

3.1 - Consideracoes iniciais

Nesse capitulo sera retomada a expressao (2.21)
da energia total e serao adotadas fungoes para os desloca-
mentos. Essas fungoes serao dependentes de certos parame-
tros e entao a energia total passara a ser funcao deles; a
escolha conveniente desses parametros permitira a automati
zagao do processo de calculo da carga critica.

A expressao (2.21) e geral, abrangendo qualquer
carregamento em qualquer tipo de viga ou barra com eixos
retos. A unica restrigao @ que as cargas transversais pas-
sem pelo centro de torgao da secgao de maneira a nao provo
car momento torgor antes da perda de estabilidade; ainda
assim, pode haver momento torgor, antes de o carregamento
atingir o seu valor critico, quando a pega estiver submeti
da a bimomento.

Algumas simplificagoes serao introduzidas agora
na expressao da energia total,

Sera suposto que as cargas nao produzam bimomen-
to antes da perda de estabilidade, portanto os termos dele
derivados serao retirados de (2.21); essa restrigao sera
levantada no capitulo 5, onde sera estudado mais detalhada
mente o efeito do bimomento nos problemas de estabilidade.

A outra simplificagao deriva do fato pratico de
que os problemas de instabilidade sao, em geral, mais im-
portantes nas vigas altas (Jz bem maior que Jy), sendo as

cargas contidas no plano yx; somente esses casos serao en-
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tao considerados aqui. Para outros casos de viga ou carrega

mento geralmente sao mais criticos os problemas de resistEE

cia propriamente dita e nao os problemas de instabilidade.
Para os problemas obedecendo a restrigao acima a

perda de estabilidade pode ocorrer por:

19) Flambagem tipo Euler com o aparecimento somen

te de deformagoes de flexao, ou seja: a elastica de flamba-

gem & caracterizada pelos deslocamentos w. na diregao z;

D
29) Instabilidade puramente torcional com o apare
cimento somente de deformagoes de torgao: a posigao desloca

da da viga fica definida pelos angulos ¢;

39) Instabilidade lateral com o aparecimento si-

multaneo de v, e ¢.

E possivel portanto, para os problemas que serao
tratados, eliminar da expressao da energia todos os termos
contendo os deslocamentos v, e as suas derivadas. Convém sa
lientar que essa eliminagao so e feita porque nao afeta a

determinagao da carga critica: os termos em v_ sao indepen-

(*)

D

dentes e conduzem a problemas de flexao no plano yx ou a
L 4 . ]

cargas criticas de valor superior.
Com as simplificagoes introduzidas a expressao da

energia total pode ser escrita como:

]
- 1 w2 ne 12 . 2 - '2
v -5 [{EJwa +EJw¢ +GJt¢ +[§1D+2Mz(ky yD)]<b

o
- 2 1" L '2
qyey¢ +2MzwD¢+2NwaD¢ +Nw }»dx

D
1 2
-TZ Pyi eyi ¢i. oooooocoooocunoooo-ouoooca(Bul)
(*) - Como pode ser observado na expressao da energia, para

que todos os termos em V, sejam independentes o produ

to NzD deve ser nulo.



3.2 - Funcoes wy_e ¢

Serao adotadas agora fungoes aproximadas para os
deslocamentos w, e ¢. Para evitar o problema das condigoes
de contorno (vinculagao) serao adotadas fungoes validas pa-
ra um segmento da viga. Um segmento i sera limitado pelas
secgoes i e j = i+l como indicado na figura 3.1. Nessa figu

ra estao tambem indicados os parametros que definirao a e-

hy
T - FIGURA 3.1
— ©
L jEi+d
w "’j deslocamentos de D na diregdo z
wfl wj' derivadas desses deslocamentos
¥, P, dngulos de giro da segdo
\p: ‘P]' . derivadas desses dngulos

lastica, tendo sido omitido, para facilidade de notagao, o
indice D referente ao centro de torgao.
Para se fazer vp dependente desses parametros se-

ja a seguinte fungao adotada:

w., = a x3 + b x2 + ¢ x +d

Obriga-se, a seguir, essa elastica a obedecer os

parametros pré-escolhidos impondo as seguintes condigoes:

wolx = Q) = v,

p¢

1 1
wD(x = Q) = v,
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wD(x - hi) - wj

' 1
wD(x = hi) = W,

Obtem-se entao as seguintes equagoes em a, b, c e

ah? + bh? + ¢ch, +d = w,
i i i
1

3ah? + 2bh, + ¢ = w,
i i j

As quais resolvidas fornecem:

2 1 ] '
a = - ~——n (w,-w.) + (w.+w,)
AR 2 31
1
K] 1 ' '
b= =g (wy-wy) - g Qugtvy)
h. i
1
1
cC = w.
1

Substituindo esses ultimos resultados na expres-

sao de LY obtem-se finalmente:
t )
= fl(x)wi + fz(x)wj + f3(x)wi + fa(x)wj «w(3.2)

YD
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Onde
1
X 3 X 2
£y (x) = Z(T) - 3(‘3‘) + 1
1 1
L 3 . \2
£, = -2(4=) 3(‘57)
t ! ceeeeenneses(3.3)
(
£.(x) = (x_ Y -2 X+
3(x) = x (T) h
L\ i i
- 2
X
f4(X) - X <——3:1—-> -_h_]
L 1 1

Procedimento analogo para o angulo de giro conduz

¢ - fl(x)¢i + fz(x)¢j + f3(x)¢; + f4(x)¢; e (3.84)

onde as fungoes f sao dadas ainda pelas expressoes (3.3).
Para substituigao na expressao de V & necessario

ainda preparar:
Dom £l (x)w, + £, (x)w, + £.(x)w, + £, )
vy p (x)wy g (x wj 3 x)wi 4(x)wj
"o 1" " " ' " '
Y fl(x)wi + fz(x)wj + f3(x)wi + f4(x)wj
e expressoes analogas para ¢.

3.3 - Contribuigdo do segmento i para a expressao de V

Serao realizadas agora as integracoes para a ob-
tengEo da expressao de V em fungao dos parametros escolhi-
dos. As integragoes sao realizadas no comprimento h. do

segmento e os resultados estao ncs itens a seguir.
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3.3.1 ~ Parcelas dependentes somente das caracteristicas

geometricas e elasticas

Sao as seguintes:

hi
EJ
1 "2 = y 12 2 12 2 4 '2
a) ‘T J EJyWD dx 3 h3 Wi + —hj— Wj + —-h—i— Wi
0 1 1
+ —%— wzz - 23 wiw. + lg wiw! + lg wiw
i h? J hY Y ng J
1 1 1
- 12 w w' - 12 w W' + ——-—4 W' w
w2 ii w2 3] hy j
1 1

h
b) —%— J EJ, ¢$"2 dx - pode ser obtida da anterior pe
o la substituigao de Jy por J e

de w por ¢.

h
GJ
e) —— lGJt¢'2dx- ‘(5. 82+ —2— o2 +
o]

3.3.2 - Parcelas dependentes dos esforcos axiais

Como esquematizado na figura 3.2 sejam:

N;: forga normal na secgao i

q, ;¢ carga axial distribuida no elemento i

Entao a forga normal N para qualquer secgao do seg

mento i podera ser escrita como:

x1i
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—_——- ] — FIGURA 3.2

As integrais que contém N deverao ser parceladas

em duas. Obtém-se entao as seguintes integrais:

h,

d) —%— J N i ¢'2 ax - pode ser obtida de 3.3.1c)
pela substituigao de GJ,

por Ni i2
h, . ;2
1 2 v oo _ Yxitn (3 2
e) "—2[%1113"4’ dx 2 (5 o; *
o
2 2
h h
3 2 i 12 i 12 6
+ 0t 30 % T ¢y T %!
2
h, h, h,
i ' i ' 1 vt
e P P e e e ¢’j>

h
1 L - _6
£) — J 2yp Ny wp &7 dx =y, Ni[ 5h, (dgw; *
o

Zhi 1 ] + | 1
+ ¢jwj - ¢iwj - ¢jwi) + —Tg—(¢i wi ¢j Wj) -
hl‘_ ' + [ 1 + 1 1 + 1
g5 (8g w5 * by Vi) o4y vyt 0y vy
! ' ' 1 t
e TR P TR P b Wy = 05V T 0y J)]




- 34 -

h

1 el dx m - 3
B) ~ 3 | Lp GqX Vp ¢ X = -y gy [T (059  +

1
’ 2
+ - hi 1ot v !
¢jwj ¢iwj - ¢jwi) - ‘gﬁ“(¢i Wj + ¢j Wi) +
hi hi hi '
M A M Tl 2 T s T P ML P P

h) —%— [ Ni wﬂz dx - pode ser obtida de 3.3.1lc) pe
0 la substituigao de GJ, por N,

e de ¢ por w.

ey _ 1 ' 2 _ .
i) = | %i¥* Yp dx pode ser obtida de 3.3.2e)

pela supressao de ig

o

e pe-

la substituigao de ¢ por w.

3.3.3 - Parcelas dependentes do momento fletor

De acordo com a figura 3.3, o momento fletor em

qualquer secgao do segmento i pode ser escrito como:

Onde

M, : momento fletor na secgao i
Q; : forga cortante na secgao i

qyi: carga transversal distribuida no segmento i
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(T )
FIGURA 3.3

As integrais contendo M, serao parceladas em tres.

Obtem-se entao as seguintes integrais:

h,
i

i) —%— J 2M]._(ky-yD)¢:'2 dx - pode ser obtida de 3.3.

° .lc) pela substituigao

GJt

de —5— por Mi(ky-yD)

h
i

k) —%—-J ZQi X (ky-yD)¢'2dx- pode ser obtida de 3.3.

° .2e) pela substituigao

d < qx1i i2 >
e (- —5—-D_ por

7
Qi(ky—yD)
h
i
{ q .
-1 i 2 - 12 - -1 -
L) - —— J 2 ——%—— x (ky yp)¢ = dx -5 qy(ky
(o]
3
- 12h, 12h, 2h
i 2 i 2 i '2
“yp) |TEs % 35— ¢t 1os ¢ ¢t
33, 24h, n?
T i P g Py
35— 9; 35— %395 Y 7 9;9
2 2 3
20 o My, %P by

i t [P ]
T35 %% T 7 %%t 3m %% T s ¢i¢j]
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h.
m) L 2M.w!'ddx = M, 6 (-b.w,-d.w.+d,w.+¢.w.)
2 i'D i Shi R TS I RS R RS A1

0

2h. h,
1 ' '+ L 1 LU I I
15 wi"i ‘7’5"5) T (¢iwj+¢jwi) ¥

11 ! 1 1 1 1 ] '
P (Ogwtwy) ¢ o (O 0 v 0w, -

- 4y

n) ‘%‘ 2Q; x w"y ¢ dx = Qi[‘f%‘<'¢iwi+¢iwj> B

h,
i

11 ' '
—73—(¢jwi-¢jwj) + 5 (-¢iwi+¢jwi) +

h, L \ 9h, hy
+ ——l—(¢.w.-¢ w.+d,w.,) + 1 ¢ w' - —
10 17 "33 30 i’ 10 i3

h2
'

i ' 1o
o]

h
i

1 q9i 2, dg; | By
°) = - J 2 = xTup 6 ax = - F | (9w, -
o

34h, n2 ,
- ¢iwj) + _—gg_—<¢jwi-¢jwj) + 70 (¢iwi-¢iwj) +

i 11n? . m? '
Y 3E vtV - e $yvi oo iyt
23h3 . 79n? A
Y Tos - %5V Y Tos o Vgt o v -
B3 8h3

i L | L] i L
o5 45Vitive) - o 4’5“5]

3.3.4 - Parcela dependente da carga transversal distribuida

A carga distribuida (qyi) no segmento i, aplicada
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com uma excentricidade eyi em relagao ao centro de torgao,

fornece a dltima integral que e:

13h, 2

h
1
1 i
P)'T[q'e"b dx"Tqyieyi’:T(¢i+
o]

. 9h.
2 i 12 12 i
+ ¢j) * 153 (¢i *¢j ) + 75 ¢i¢j +

2

2
11h* ¢ 0 13h]

3
i ' ' i 4 '

3.3.5 - Parcelas dependentes da carga concentrada

Deve ser lembrado que, para cada secgao i ou j,
pode existir ainda mais um termo da energia, o que fornece

mais as seguintes parcelas:

1 - 2 2
- = (P_. . O, + . . O
) ( y1 eyl ¢1 PYJ eYJ ¢J)

onde e, e a excentricidade da carga P em relacao ao centro

de torgao.

3.4 - Energia total

Somando todas as contribuigcoes de a) atse q) obtem
~8e a expressao da energia Vi correspondente ao segmento i.
A energia total sera entao:

n

V = .Zl v, R R & -3

onde n e o nimero de segmentos em que foi dividida a viga.
A energia torna-se entao uma fungao quadratica

- ' !
dos 4(n+l) parametros Wis Wi, ¢i e ¢i' Quando o carregamen-
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to atingir seu valor critico, a energia e estacioniria, co-

mo ja foi visto e entao se pode escrever:

oV

? ..‘ll..'..l.0.‘."'0!..0...0.(306)

Ao todo sao 4(n+l) equagoOes lineares e homogéneas
nos parametros mencionados. Para solugoes nao triviais, o
determinante dos coeficientes deve ser nulo, ou seja, o pro
blema & um problema de auto-valor caracterizado pela inde-
terminagao das fungoes que definem a posigao deslocada da
viga. Trata-se portanto de problemas de 12 especie; sera
visto no capitulo 5 que a consideragao do bimomento leva a
problemas de 22 especie.

0 problema consiste entao em se procurar o carre-
gamento que anula o determinante da matriz dos coeficientes

das equagoes (3.6). Essa matriz pode ser escrita condensada

mente como:
[A] = T‘a'—gi_— ....OQOII.l...ll"..(307)
i °F;

onde g representa qualguer um dos parametros w ou ¢.
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3.5 - Construcao da matriz[A]

Inicialmente se constroi a matriz elementar cor-
respondente ao segmento i de extremidades i e j = i+l. Essa

matriz e dada por:

e, = |

1

Essa matriz elementar, de tamanho 8x8, e evidente
mente simétrica, serd parcelada em 3 matrizes somente para
facilitar sua apresentagao. Essas 3 matrizes sao as seguin~-

tes:

a o . - 3 -
1=) Matriz das caracteristicas geométricas e elas

ticas (ver pagina 40);

2%) Matriz dos esforgos solicitantes (ver pagina

41);

32) Matriz das cargas (ver pagina 42).
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A matriz elementar [a]' € obtida como a soma des-
i
sas 3 matrizes. Nessas matrizes cada linha corresponde auma
das equagEes (3.6); cada coluna contem os coeficientes do
mesmo parametro. Para melhor visualizagao cada coluna & en-
cimada com o parametro respectivo e cada linha e precedida
pela derivada de Vi que entra em cada equagao.

A matriz [A] referente a toda a viga e construida
pela superposigao conveniente das matrizes [é]i’ bastando
para isso conhecer o significado acima especificado de cada
linha ou coluna., Essa superposigao € esquematizada na figu-

ra 3.4, 0 tamanho da matriz Eq e de 4(n+l) x 4(n+l) porque

T

4x4 : ,/’[012
I
|

FIGURA 3.4
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cada uma das (n+l) secgaes fornece 4 parametros. Os elemen-
tos nao provenientes das Eﬂ. sao nulos,
1

Deve ser tomado um certo cuidado com os termos

-P ¢ P, ¢y para ser evitada a duplicagao. De fa-

to, tomando uma secgao intermediaria, a seccao 3 por exem=-

[} e ]
yr oy1

plo: na matriz elementar correspondente ao segmento i=2,

ela entra como secgao j=3 mas no segmento i=3, ela entra co
mo secgao i=3 mesmo, Para evitar essa duplicagao, todas as
cargas concentradas excentricas aplicadas em secgoes inter-
medidrias devem ser divididas por 2 quando entrarem na com-

posigao da matriz,

3.6 - Condicoes de vinculacao

Algumas das coordenadas w, ou ¢i serao nulas: sao
aquelas correspondentes as secgoes onde a viga esta vincula
da. Serao considerados os seguintes tipos de vinculos, defi

nidos por meio dos deslocamentos que eles impedem:

19) vinculo de garfo
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39) engastamento fixo

[

Pie -

A diferenga entre esses dois ultimos tipos reside
no impedimento dos deslocamentos longitudinais. De fato o
empenamento devido ao bimomento, como ja foi mencionado no

item 2.5.4, e dado por:
u=uwio'

Entao, se o empenamento for impedido, se tem ne-
cessariamente ¢' = 0,

Quanto a vinculagao da viga no plano do carregamen
to (xy) sera a usual da isostatica.

A anulagao de um parametro conduziria a eliminagao
da linha e coluna correspondentes da matriz [A]; essa elimi-
nagao obrigaria a um novo arranjo da matriz. Para evitar es-
sa dificuldade, pode ser usado um metodo alternativo de se
fornecer a matriz as informagoes sobre as condigoes de vincu
lagao. Esse metodo consiste em se anularemtodos os elementos
da linha e da coluna consideradas, com excegao do elemento
da diagonal que & feito igual a 1. O determinante da matriz
assim obtida & igual ao determinante da matriz de ordem me-

nor obtida pelo processo de eliminagao.
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3.7 - Procedimento de calculo

No apendice II encontra-se um programa em lingua-

gem FORTRAN para o computador IBM 1130 que permite o calcu-
lo da carga critica. Detalhes sobre a sua utilizagao serao

. -~ <
vistos nos exemplos que serao apresentados no capitulo se-

guinte. £ conveniente entretanto fazer antes algumas obser-
vagoes gerais sobre o processo usado no programa e os tipos
de problemas que podem ser tratados.

Sao os seguintes os dados a serem fornecidos ao

programa:

a) caracteristicas elasticas e geométricas (E, G,

J k e il);

t’ w’ yD’ y D
b) numero de segmentos (n) em que foi dividido o

comprimento;
¢) comprimento de cada segmento (hi);

d) carga longitudinal distribuida (qxi) e carga
transversal distribuida (qyi) para cada segmento (para essa

Gltima e necessario ainda fornecer a excentricidade);

e) forga normal (Ni), forgca cortante (Qi)’ momen-
to fletor (Mi) e carga transversal concentrada (Pyi) para
cada secgao. Para essa Ultima & necessaria ainda a excentri
cidade e deve ser evitada a duplicagao para as seccoes in-
termediarias como ja foi mencionado no item 3.5.

Dois casos de carregamento podem ocorrer nos pro-

blemas de instabilidade:

19 caso: todas as cargas sao fungoes de um unico

fator e e procurado o valor critico desse fator, ou seja,



- 47 -

o valor desse fator para o qual o carregamento e capaz de
produzir a perda de estabilidade da viga. No exemplo da fi-
gura 3.5a) o fator P define todo o carregamento e & procura

do o valor Pcr que provoca a instabilidade da viga.

2Q caso: algumas cargas sao conhecidas e outras
sao fungoes de um fator cujo valor critico e procurado; es-

se caso e exemplificado na figura 3.5b)

a) b)

LSP P 20P 20t P 25P
. ,, S
S e S e
J \

FIGURA 3.5

Para abranger os dois casos mencionados procede-
-se como segue.
Seja G qualquer um dos esforgos ou cargas I

.y Noy Qi’ Mi ou Pyi' Entao se tem:

G'Gc"'P(OuMOU q) 'G t;.oooooccoo(308)

u

Onde Gc € determinado pela parte conhecida do car
regamento e Gu e determinado pela parte do carregamento que
depende do fator, fazendo unitario esse fator, o qual pode
ser uma carga concentrada (P) ou um momento aplicado (M) ou
uma carga distribuida (q).

De posse desses dados e construida a matriz Dﬂ .
A seguir se fornecem ao programa as informagoes sobre a

vinculagao da viga, dando-se o numero da linha e coluna as
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quais deve ser aplicado o procedimento mencionado no ultimo

paragrafo do Item 3.6,

0 programa prossegue agora procurando o valor de
P (ou M ou q) que anula o determinante da matriz Dﬂ .

Para isso se fornecem ao programa um valor inici-
al do fator e o valor do incremento de que deve ser acresci
do esse fator em cada passo. 0O processo e semelhante ao de
se achar a raiz de uma equagao algebrica. Uma subrotina pa-
ra o calculo do determinante e incluida no programa. .

Na pratica ge esta interessado geralmente no me-
nor auto-valor, ou seja, no menor valor do fator (P, M, ou
q) que anula o determinante de [A]. O programa fornece en-
tao um intervalo onde se encontra esse valor. Nos limites
desse intervalo, o determinante tem sinais contrarios.

Esse intervalo constitui a saida normal do compu~-
tador e pode ser feito tao pequeno quanto se queira, bastan
do para isso dividir o incremento inicial em nimero conveni
ente de vezes.

Convém lembrar que esse intervalo contém um va-
lor aproximado da menor carga critica e que os processos ba
seados no metodo da energia sempre fornecem aproximagoes
por excesso. Os exemplos mostraram que, na pratica, se pode
tomar o limite inferior desse intervalo como a aproximagao
mais segura para a carga critica.

Como ja foi mencionado, maiores detalhes serao
vistos nos exemplos do capitulo seguinte; aqui se procurou

apenas fornecer a visao global do procedimento de calculo.
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4 - EXEMPLOS DE VERIFICACAO E APLICAGOES

Serao relatados agora os exemplos que foram fei-
tos., Alguns serviram para a verificacao do processo descri-
to no capitulo anterior e do programa correspondente: 8320

os exemplos para os quais a solugao exata pode ser obtida

pela resolugao direta das equagoes diferenciais (2.23). Co-
mo sera visto, a precisao obtida foi excelente, muito acima
daquela usualmente requerida para fins praticos. Um dos e-
xemplos foi repetido varias vezes com numeros diferentes de

segmentos de divisao da viga, para se testar o andamento da

precisao. Sao também fornecidos alguns dados sobre os tem-
pos de computagao.

Outros exemplos foram feitos para os quais a solu
¢ao exata nao e disponivel. Esses exemplos serao relatados
para mostrar todas as caracteristicas do processo, a fim de
se saber os problemas que o programa pode tratar.

Antes de passar aos exemplos cumpre observar que,
do modo como foi redigido, o programa admite uma divisao da
viga em ate 12 segmentos, o que leva a uma matriz [A] de ta
manho maximo 52x52. Isso pode ser facilmente modificado, de
pendendo da capacidade do computador, para admitir um nume-
ro maior de segmentos. Aquele numero foi escolhido de manei
ra a satisfazer todos os problemas que se pretendiam tratar
e esta longe de esgotar a capacidade do computador utiliza-
do (IBM 1130, com 32K), mesmo sem a utilizacao de tecnicas
computacionais proprias para matrizes simétricas com os ele

mentos nao nulos agrupados em torno da diagonal principal.



4.1 - 19 Exemplo (figura 4.1)

.
Z cG=D 12 cm
P
{ 150 cm + 150 cm y
5P ®
© 05P diagrama de Q

diagrama de M,
%P

divisGo da viga

=0 w_=0 ) _
M 3 }- condigoes de vinculagdo
$,=0 P30

FIGURA 4.1

Trata esse exemplo de uma viga de secgao retangu-
lar com vinculos de garfo nas extremidades sujeita a uma u-
nica carga transversal aplicada centricamente no meio do
vao. A figura 4.1 mostra, além dos diagramas da forga cor-
tante e do momento fletor, a divisao da viga em 2 segmentos
e as condigoes de vinculagao.

O material considerado em todos os exemplos ;eri
© ago e as caracteristicas elasticas (E = 2100 t/cm2 e G =

= 800 t/cmz) sao fornecidas por meio de dois comandos no

proprio programa.
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4.1.1 - Dados
J =1 cm4
y

Jt = 4 cm4

Jw,

3 = 12,08 cm2 (como nao interessa para o exemplo

e k sao nulos
YD y

i
em estudo, pode ser dado como nu-
lo).

=2
n

h, = 150 cm

valor inicial de P: 0,3

valor inicial do incremento: 0,1

4.1.2 - Resultado
0 programa forneceu a seguinte aproximagao para a

-* '3
carga critica:

Pcr entre 0,491 e 0,492 (t)

Para comparagao foi achada a carga critica por re
solugao das equagoes diferenciais, o que & feito utilizando

-se fungoes de Bessel. A solugao exata & dada por:

P _ = 16,94 t Y
cr

que, para o exemplo em estudo, fornece o valor critico:



P = 0,4879 ¢t
r

c

Portanto o erro e inferior a 17 mesmo com a divi-

~ N . -
sao mals grosselra possivel para o exemplo em estudo.

4.1.3 - Observacgoes

A sequencia dos dados fornecidos & a seguinte:

19 cartao: caracteristicas geometricas da viga
29 cartao: numero de segmentos
39 cartao: comprimentos dos segmentos

49 cartao: condigoes de vinculacao

No exemplo 01 02 09 11
Cada numero no formato I2 corresponde a linha e a
coluna da matriz [A] as quais deve ser aplicado o processo

de eliminagao ja mencionado.

50 e 69 cartoes: em branco, para indicar (um para cada seg-
mento) que nao ha carga distribuida axial

ou transversal,

79, 89 e 99 cartoes: em branco, para indicar (um para cada
secgao) que nao ha carga transversal excéen

trica aplicada nem forga normal.

109, 119 e 129 cartoes: fornecem a forga cortante e o momen
to fletor para cada secgao. Cada cartao
contem 4 campos no formato E13.6 na seguin

te ordem:

Q) (o) M) M)

[ u
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onde:

Q

mento (sao nulos no caso);

c &M sao obtidos da parte conhecida do carrega

Q, e M sao obtidos da parte do carregamento de-

pendente de P fazendo P = 1 (no caso se tem, por exemplo:

-0,5 e M, = 75).

Qul - 2

139 cartao: contém o valor inicial de P, por onde deve ser
iniciada a procura do auto-valor, e o valor ini

cial d0 incremento de que deve ser acrescido )

valor de P em cada passo ate o determinante da

matriz [A] mudar de sinal,

O programa se encarrega depois de dividir esse in
cremento por 10 para reiniciar o processo com passo menor.
Esse procedimento e feito o numero de vezes que se julgar
necessario para alcangar o tamanho de intervalo desejado.
No exemplo:

valor inicial de P: 0,3
incremento inicial: 0,1

Da maneira como esta redigido o programa, o inter
valo final tera comprimento 0,001, Isso pode ser modificado
no programa caso se queira um intervalo menor (maior preci-
sao).

Nesse exemplo (de verificacgao) ja se sabia, de an
temao, o resultado exato. Foi possivel entao partir de um
valor proximo desse resultado. Caso se tratasse de um exem-
plo de aplicagao, em que esse resultado fosse desconhecido,
poder-se-ia comegar, por exemplo, com os seguintes valores
iniciais: P = 0,0

incremento = 1,0



4.2 - 29 Exemplo (figura 4.2)

Secgao da viga

M
| 6 cm |
L, e
|
|
300 cm 4,17 em :
|
|
em| 75 | 75 | T75cm » z G
[ W 1 y 1 [2cm
t 2 3 4 5 ,
® ® & @ |
w;= 0 Wg 2 I
|
\P1=0 LPS: :
|
g -
FIGURA 4.2 #&5“

Nesse exemplo sao considerados ainda os vinculos
de garfo e o carregamento consiste em dois binarios aplica-
dos nas extremidades. A figura 4.2 mostra tambem a secgao
da viga e, esquematicamente, sua divisao em quatro elemen-

tos.

J. =9 cm4

y

Jt = 0,76 cm4

Is " 0

yp * -4,17 cm

ky = 0,80 cm

ig = 35,06 cm2 (como nao interessa para esse exem

plo, pode ser dado como nulo)

e



hi = 75 cm para i =1,2,3 ¢ 4
condigoes de vinculagdao: 01 031719
M, = M = constante para i = 1,2,3,4 e 5

valor inicial de M: 0,0

incremento inicial: 10,0

4,2,2 - Resultado

M entre 47,2 e 47,3 tcm
cr

A resolugao direta das equagoes diferenciais for-

nece para esse exemplo o seguinte valor da carga critica:

M = 47,297 tem
cr

4.2.3 - Observacoes

a) O tempo de computagao paraa divisao em quatro
segmentos foi de 15 minutos. O exemplo foi repetido, adotan
do-se uma divisao em dez segmentos: o tempo de computagao

aumentou para 40 minutos.

b) O exemplo foi tambem repetido (com n = 4), ado
tando-sge:
valor inicial de M: 0,0
incremento inicial: -10,0
O resultado obtido foi:
Mcr entre -26,6 e -26,7 (tem)
0 valor obtido, pela resolugao das equagoes dife-

renciais, paraa raiz negativa, e:

M _ = -26,695 tem
cr



4.3 - 39 Exemplo (figura 4.3)

) I 8"x4"x 0,270"
1
' P z

__’ . . ~—H CG=D
E —r
y

, 400 am
A\

L 2 3 n-—4 n n+4

w, = 0] LA 0

[ . -

wy=0 Pnee= O

¥y =0

¢, =0

FIGURA 4.3

. Esse exemplo servira para verificar o andamento
da precisao quando se aumenta o numero n de segmentos.

0 exemplo trata de uma barra com secgao duplamen-
te simetrica (I), submetida a uma unica carga longitudinal
aplicada centricamente,

Nesse caso, as equagoes diferenciais (2.23) se re
duzem a duas equagoes independentes nas fungSes v, e ¢, con
dugindo cada uma delas a um valor da carga critica. A equa-
¢ao em w, corresponde a flambagem de Euler (ver item 3.1) e
a equagao em ¢ representa a instabilidade puramente torcio-
nal, ja mencionada tambem.

A aplicagao do processo em estudo para esse pro-
blema conduzira ao valor da menor carga critica, sem especi
ficar, entretanto, a qual equacao ela corresponde. Do ponto
de vista pratico, esse resultado e suficiente mas, caso se
queira, especificamente, a carga critica correspondente a

flambagem de Euler ou & instabilidade torcional, pode-se




proceder da seguinte maneira, uma vez que w, e ¢ sao inde-

D

pendentes:

a) Caso se queira P__ correspondente a flambagem
de Euler, aplica-se o processo de eliminagao as linhas e co
lunas da matriz [A] que correspondem aos parametros de tor-

~ !
gao (4. e ¢.);

b) Processo analogo para os parametros de flexao

' - -~ [} [ . [
(wi e wi) conduzira a menor carga critica de instabilidade

torcional.

E claro que, em um exemplo de verificagao como es
se, onde os valores da carga critica ja sao conhecidos, e o
que interessa & verificar a precisao, nao & necessario apli
car o processo mencionado acima; basta procurar os auto-va-

lores nas faixas correspondentes.

4,3.1 ~ Dados

J = 158 cm”

J_ = 15,5 cm4

J = 14700 cm6

i%2 = 71,941 cn?

n = 2,4,6,8 e 10

O unico esforgo solicitante nao nulo &:

N = -P (constante)

Os cartoes das condigoes de vinculagao e dos com-

primentos dos segmentos dependerao de n. No caso de n = 10,
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por exemplo, se tem para o cartao das condigoes de vinecula-

~

¢ao:

010203044143

Os valores iniciais adotados foram:

P = 40,0

incremento = 1,0

4.,3.2 - Resultados

As cargas criticas obtidas pela resolugao das e-
quagoes diferenciais sao, respectivamente:

a) flambagem de Euler

EJ
—y (= 41,8702t, no exemplo)

P, = 20,1906 o2

b) instabilidade torcional
E J
)

1
Pcr - —;—2- (G Jt + 20,1906 22

D
ou Pcr = 226,5123t (no exemplo)

Os valores fornecidos pelo programa para a menor
carga critica, que no caso corresponde a flambagem de Eu-

ler, sao os seguintes:

para n = 2 carga critica entre 42,94 e 42,95 (t)

" no= 4 " " " 41,95 e 41,96
" no=6 " " " 41,88 e 41,89
" no=8 " " " 41,87 e 41,88

n =10 " " " 41,87 e 41,88
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Para n = 1, o trabalho pode ser feito manualmente

e fornece para a carga critica a aproximagao grosseira:

EJ
P = 30

cr 22
A tabela 4.1 fornece o erro cometido quando se

consideram os pontos médios dos intervalos como aproximagoes

para a carga critica.

Tabela 4.1
Convergencia das aproximagoes
nimero de erro (%)

divisoes(n)
1 48,6
2 2,57
4 0,20
6 0,04
8 0,01
10 0,01

4.3.3 - Observagoes

a) Para a comparagao resumida na tabela 4.1, foram
considerados os pontos medios dos intervalos fornecidos pelo
computador. Na pratica, quando se desconhece o valor da car-
ga critica, e conveniente tomar o limite inferior do interva

lo como a aproximagao mais segura para a carga critica.

b) O exemplo foi repetido ainda uma vez, com n = 4,

adotando-se os seguintes valores iniciais:
P = 225,0

incremento = 1,0
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0 resultado fornecido foi:

Pcr entre 226,62 e 226,63 (t)

o que fornece uma aproximagao para a carga critica de insta

bilidade torcional com erro de apenas 0,057%.

4.4 - 49 Exemplo (figura 4.4)

I 8"x4"x 0,270"

4

P ] » _ P
200 cm 200 cm
100 L 100 100 | 100 cm
|
4 2 3 4 5

® ®@ © @

W= 0 Wy T

$y=0 P30

FIGURA 4.4

Nesse exemplo e considerada a mesma barra do exem
plo anterior, com o mesmo carregamento, mudando-se somente
as condigoes de vinculagao, como indicado na figura 4.4,

Com a divisao em 4 elementos indicada se obtem os

seguintes resultados:
a) flambagem de Euler

P entre 11,27 e 11,28 (t)
cr

b) instabilidade torcional

Pcr entre 186,93 e 186,94 (t)

Pela resolugao das equagoes diferenciais se obtem,

respectivamente: 11,27t e 186,9t.




4.5 - 59 Exemplo (figura 4.5)

/I 8")(4"X 0,270" 60 cm

400 cm
100 n 100 " 100 It 100 cm
| | 1
q 2 3 4 5
® ® ® @
w’=0 w5-0
fy=0 Pg= O
FIGURA 4.5

Trata esse exemplo de uma viga sujeita a carga
longitudinal excentrica. Os dados para a secgao sao os mes

mos do 39 exemplo.

Os esforgos solicitantes sao:

N = +P

M = -60P
constantes,
O computador forneceu os seguintes resultados:

a) carga critica de tragao: entre 11,61 e 11,62(t)

b) carga critica de compressao: entre 7,14 e

7,15 (t)

As duas cargas criticas se referem a instabilida
de lateral, ou seja, elas provocam o aparecimento simulta-

neo de wp e ¢, como nos exemplos 1 e 2.
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Isso significa que as equagoes diferenciais em w

D
e ¢ nao sao independentes e devem ser resolvidas simultanea

mente., Essa resolugao fornece duas raizes:

Pcr = 7,144 (compressao)

e P = 11,616 (tragao)

4.6 - 69 Exemplo (figura 4.6)

p
e 4dcm
20 cm
z =
— CG=D 12 cm
y
150 cm 150
0,5P ®
Q
© |0AP
MZ
@
37,5P 37,5P
75P
{ 2 :? 4 5

£
o O,

1
o o

-

FIGURA 4.6

Esse exemplo retoma a viga do 19 exemplo, consi-

derando agora a cargaaplicada com excentricidade em relagao

ao centro de torgao (no caso coincide com o centro de gravi
dade).



Os dados da secgao sao 0s mesmos do 19 exemplo. A
figura 4.6 contem os dados referentes ao carregamento e es-
forgos solicitantes.

0 computador forneceu o seguinte resultado:
Pct entre 0,44 e 0,45 (t)
Esse resultado, comparado com o do 19 exemplo, e-

videnciou o fato de que a carga vertical aplicada com excen
tricidade torna a viga mais instavel.

4,7 - 79 Exemplo (figura 4.7)

Pt
—— ‘ﬁi_cm
P P —
etz—k eyp ‘_f
e z
. . . . . . . 15¢m
1
]l 300 cm 300 om y
N
Pg ©
0,5 Py @
Q
S 05P,
M z

1 150 | 150 1 150 | 1I50cm |
T | ! [
1 2 3 4! 5
® @ ©, @
w, = 0 Wg =0
P =0 L

FIGURA 4.7
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Esse exemplo servira, entre outras finalidades, pa
ra mostrar que podem tambem ser tratados casos de carrega-
mento com forgas longitudinais e transversais aplicadas si-
multaneamente. Serao também considerados, os casos de varia

¢ao conjunta e de variacao em separado das cargas P, e P .

Ao todo serdo considerados 10 casos de carregamento.
Para alguns desses casos, como no exemplo anteri-

~ ~ L4 ‘
or, nao sao disponlvels 08 valores exatos correspondentes;

os exemplos foram feitos para mostrar as possibilidades de

aplicagao do processo.

4.7.1 -~ Dados

J = 1,35 cm4
y

4
Jt 5 em

J e ky sao nulos

w’ b

i% = 18,84 cm?

n =4

hi = 150 ecm, i = 1,2,3 e 4

Os demais dados estao representados esquematica-

mente na figura 4.6,

4,7.2 ~ Resultados

19 carregamento

P£-0

eyP = 0

E procurado o valor critico de P.. 0 valor obtido

foi:



- 65 -

(Pt)cr = 0,158 t

- ) » . . .
(nesse exemplo, sera dado o limite inferior do intervalo so

mente)

20 carregamento

E procurado o valor critico de Py

Resultado:
<P£)cr = 00,0777 t

39, 49 e 59 carregamentos

A carga P, = 0,1 ¢t sera aplicada com excentrici-
dade (eyP) variavel. Procura-se o valor critico de P, apli-
cado com excentricidade (e) nula.

Os resultados obtidos sao os seguintes:

39) para eyP = 2,5 em, (PZ)cr = (0,0483 ¢

4Q) para e nulo, (Pl)cr = 0,0485 t

yP

59) para e = -7,5 cm (carga aplicada abaixo do centro de

yP

torgao), se obtem:

<P£)cr = 00,0492 ¢t

Como pode ser observado, para cargas transversais
aplicadas abaixo do centro de torgao, a viga e mais estavel.
A influencia, entretanto, e pequena para excentricidades da

ordem de meia altura da secgao.

69, 79 e 89 carregamentos

)

A carga P, sera aplicada com excentricidade (eyP
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nula. A carga PZ sera aplicada com excentricidade (e) wvaria

vel. As cargas P£ e Pt sofrerao uma variagEo conjunta, fa-

zendo:

E procurado o valor critico de P. Os resultados

sao os seguintes:
69) para e = 0, Pcr = 00,0655 t
79) para e = 7,5 cm, Pcr = 0,0643 t

89) para e = -7,5 cm (carga PZ aplicada abaixo do centro de

gravidade), Pcr = 00,0666 t

Convem recordar que a excentricidade das cargas
transversais & contada a partir do centro de torgao e a das
longitudinais a partir do centro de gravidade. No caso, por
se tratar de secg¢ao duplamente simetrica, esses dois pontos
coincidem.

A influencia da excentricidade da carga longitudi
nal, nesse exemplo, esta relacionada com a existencia da
carga transversal. De fato, a maior carga critica (portanto
maior estabilidade) e alcancada quando os momentos fletores
produzidos por PL e P, se subtraem,

Para secgao duplamente simetrica, caso nao exis-
tisse carga transversal, o sinal da excentricidade (e) nao

teria influencia.

99 carregamento
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Resultado obtido: P, " 0,0665 t

Comparando com o resultado do 80 carregamento, fi
ca mais uma vez evidenciada a pequena influencia da excen-

tricidade da carga transversal,

109 carregamento

P£-=-P (da maneira como foi assumido o sentido de
PZ’ o sinal negativo indica carga de tra-

gao)

eyP = g =

Resultado obtido: Pcr = 0,316 t

Esse resultado, comparado com os dos 19 e 69 car-
regamentos, traduz o fato conhecido de que carga longitudi-
nal de tracao tem efeito estabilizador.

Todos os dez resultados acima foram obtidos com
uma unica passagem do programa. O tempo total de computagao
foi de 48 minutos,

Os resultados exatos disponiveis sao os seguintes:

1?9 carregamento: (Pt)cr = 0,158 t

29 carregamento: <P£)cr = 0,0777 ¢t

4.8 ~ 89 Exemplo (figura 4.8)

Esse exemplo servira para mostrar a diferenga en-
tre os engastamentos movel e fixo ja mencionada quando se

tratou das condigoes de vinculagao.
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P

a) é%;; 10,15 cm

7

L I 8"x4"x0,270"

7

b) —__——é
400 cm
100 ] 100 ] 100 | 100 cm
| 2‘ l 4 5

FIGURA 4-8

4.8.1 - Dados
Os dados da secgao sao 0s mesmos do 39 exemplo. A

lem destes se tem:

ne= 4

hi = 100cm, i = 1,2,3 e 4
Q; = +P

M, = -400 P

M, = =300 P

M, = -200 P

M‘. = -100 P

As condigoes de vinculagao comuns aos casos a) e




- 69 -

b) da figura 4.8 sao:

)
1-w13¢1-0

w

No caso a) ainda se tem

0, = 0

4,8,2 - Resultados

Caso a) Pcr = 1,715 t

Caso b) Pcr = 1,380 ¢t

E intuitivo que o engastamento fixo torne a viga

mais estavel.

4.9 - 9?2 Exemplo (figura 4.9)

Esse exemplo trata da conjugagao de uma carga
transversal uniformemente distribuida com uma carga axial
de tragao.

Os dados estao esquematizados na figura 4.9 e o
resultado obtido para o valor critico de P foi de 1,93 ¢t.

Como se trata de secgao retangular, portanto sem
empenamento de esqueleto (w = 0), nao hd necessidade de se
ter ¢'= 0 no engastamento fixo.

Nesse exemplo se tem uma condigao de vinculagao
ainda nao mencionada: a nulidade do momento torgor na ex-
tremidade livre requer que seja ¢;- 0. Essa condigao so e

valida para secgoes com w = 0.



- 70 -

|

N
L

6cm

12 cm

N
o
!
[
I

FIGURA 4.9

4.10 - 109 Exemplo (figura 4.10)

Para encerrar esse capitulo de exemplos, sera vis
to o caso de uma barra de secgao retangular sujeita a uma
carga axial uniformemente distribuida. Os dados para a sec-
gao ja sao conhecidos de exemplos anteriores. Com a divisao

indicada na figura 4.10, foi obtido o seguinte resultado:

9., entre 0,25 e 0,26 (kg/cm)
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q
— l— e e e 4L e et z |2°fn
PN .
400 om y
400q
300q

200q :

S) N‘mq\

N
I00cm T 100 100 T 100 ’
{ 2 3 4 5

FIGURA 4.10

A resolugao da equagao diferemncial correspondente

a flambagem de Euler fornece o resultado:

EJ
q = 7,87 —=I— = 0,258 kg/cm
cr 23




5 - CONSIDERACAO DO BIMOMENTO

5.1 - Expressao do bimomento no segmento i

Sera agora levantada a restrigao do capitulo 3 so
bre o bimomento, ou seja: e suposto agora que o carregamen-
to seja capaz de produzir, entre os outros esforgos, um bi-
momento; logo, precisam ser considerados os termos da ex-
pressao da energia (2.21) derivados desse novo esforgo soli
citante.

0 primeiro passo, portanto, sera estabelecer a ex

pressao do bimomento para o segmento generico i, quando se

FIGURA 5.1

conhecem os valores do bimomento em suas secgoes extremas,
respectivamente B, e Bj'
Para o bimomento (ver Apendice I), vale a seguin-

te expressao geral, uma vez que nao existe carga torgora

distribuida:

X

B-K Senh +K COSh—-—-— lncoooulao(sol)

onde K, e K, sao constantes de integragao e r, também chama

do de comprimento caracteristico,. e dado por:
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r e I ¢ T3

Para a determinacao das constantes de integracao
sao usados o8 valores do bimomento nas extremidades do ele-

mento:

lé) para x = 0, B = B,
22) para x = hi’ B = Bj

Da aplicagao dessas condigoes se obtém:

h h
B. - B. cosh —*
K. = j i r
1 senh _Bi
r > ...‘0..........(5'3)
K2 - B1

A substituigao de (5.3) em (5.1) fornece a expres

sao procurada:

+Bo COSh'—}—c—...
1 r
00000(504)

5.2 - Termos adicionais da energia

Os termos da energia total, ver (2.21), a serem a

crescentados a expressao (3.1), para se levar em considera-

¢ao o bimomento, sao os seguintes:

¢
a) - Mt ¢' dx
J



Esses termos serao agora analisados para se conhe
cer a sua influencia sobre a especie de problema e sobre o

valor da carga critica.

5.2.1 -~ Termo em Mt

Deve ser lembrado que so ha o aparecimento de mo-
mento torgor devido ao bimomento, ou seja: nao existe carga
torgora. Devido a esse fato, o momento torgor sera constan-
te para trechos entre garfos ou nulo para trechos em balan-

¢go. A figura 5.2 indica esquematicamente essas duas possibi

lidades.

M, : constante e M= 0

FIGURA 5.2

A integral, que da a contribuigao de M, para a e-

nergia, estendida a toda a viga, sera:

C b c
- ' - — 1 - ' -
J M, 0" dx M, [ 0 dx - M, I o' dx
a a A
b
can o -0
t a

Portanto, para os exemplos que se pretendem tra-




- 76 -
~ . ~ [] (*)
tar, nao havera influencia do momento torgor .
Deve ser observado que a substituicao de garfo por

engastamento nao alteraria esse aspecto do problema e a con-

clusao acima continuaria valida.

5.2.2 - Termos em Be e Bd

Nao sera necessario lidar analiticamente com esses
termos porque a sua influencia sera sobre a espécie de insta

bilidade e nao sobre o valor da carga critica.
Como pode ser observado, esses termos serao os uni

cos na expressao da energia que nao sao fungoes quadraticas
do angulo de giro mas sim fungoes lineares. Portanto, sao es
ses termos que transformam o problema em um problema de 28
especie, conforme a classificagao do Item 2.7.

Isso ocorre porque, existindo termos lineares nos
parametros, quando da derivagao da expressao da energia em
relagao a esses parametros (¢;), havera o aparecimento de
termos independentes ou seja, termos que nao contem esses pa
rametros. As equagoes (3.6) nao serao mais homogéneas e pode
1

riam ser resolvidas nas incognitas w,, ¢., w

1
. e ¢,. A deter-
i i i 1

. ~ - . a -
minagao desses parametros caracteriza o problema de 2= espe-

cle.

() - Na dedugao das equagoes diferenciais, ja pode ser ob-
servado que o momento torgor, quando provocado pelo
bimomento, nao influi, De fato, as equagoes (2.23) so

contém o termo M que e nulo nos casos considerados.

Na dedugao das equagoes diferenciais pelo método do e
quilibrio, também se pode provar que essa conclusao e
verdadeira. Vlassov (1), entretanto, quando faz a con
sideracao do bimomento na dedugao das equagoes ignora

o aparecimento do momento torgor.



O que ocorre, como ja foi mencionado no fim do ca
v - a
1tulo 2, e que a teoria linear de 2- ordem leva a desloca-
?

mentos que sao fungoes nao lineares das cargas. Quando o

carregamento se aproxima de seu valor critico, os desloca-

mentos tendem a valores infinitamente grandes.

£ importante que se observe, entretanto, que ain-
da nesse caso, a anu1a§zo do determinante dos coeficientes
das equagoes (3.6) conduzira a equagcao que determina a car-
ga critica. Isso & evidente porque somente a anulagao do de
terminante dos coeficientes conduzira a valores infinitamen
te grandes dos deslocamentos, o que caracteriza a definigao
de carga critica para esse caso (problema de 22 especie).
Um dos exemplos que serao apresentados no fim desse capitu-

lo retomara essas consideragoes.

5.2.3 - Termo no bimomento

Para o angulo de giro ¢ sera considerada a expres
sao (3.4) ja utilizada no capitulo 3. Para facilidade de no
tagao, a expressao (5.4) do bimomento sera escrita como:

X
Senh—-—"'Bi cosh—i‘_— ocooooo-o(ScS)

onde B, € uma caracteristica do segmento i dada por:

i
h.
_ B, - Bi cosh —;l
Bi. J h. l..l.....‘....l(5.6)
senh -1
r

A expressao de ¢ devera ser derivada e elevada ao
quadrado; a seguir sera substituida, juntamente com (5.5),
na integral, obtendo-se a contribuigao do segmento i para

o acrescimo da energia:
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U U
1 w 12 w 2 2 —
7 7B ¢ dx - RN (05 + &5 - 20;00(B; €y + B, Cp)
' - 12—
t o, (By Gy By C) v o, (By Co* By Cp)

+ 28,0, - ¢5¢i><§i C, + B, Cg) + “M} - ¢j¢§><§i°9+%clo>

+ 2¢;

(@]
L

11

soes

¢J. (Ei Ciy * By sz)] B - P D |

As expressoes das constantes ( sao as seguintes:

5 4 3
1 r r r
T[“Dl(—h‘.") } 72D3( =) 35D5<Ti> ]

1 1

i 3 2
T _ r r _ r _
r 9D1 —ET> 24D3<’h.> + 22D5<_h'> 8D7( h.> + DgJ
L i i i i

r 4 r 3 r 2
r 9D1(——h‘> - 12D3<T.) . 4D5<T.>
L 1 1 1

r > r 4 r 3 r 2
18”1(T> - ““a("ﬁf) + 3°°sGr> - 6D7(T>
1 1 1 1
r 5 r 4 r 3
18D1<——h.) - 3on3<-—h_) + 12D5<—_h.>
1 1 1

- r[QD <—5—>4 - 18D (-5—)3 + 11D <—5—>2 - 2D G—r-—>:|
1\ h. 3\ ™ns s\ h 7\"h
1 1 1 1

As constantes Cz, C4’ 06’ CB' C10 e C12 tem expres
analogas a essas, mudando-se as constantes D;» Dy, Dy,
D9 para, respectivamente, DZ’ D4, D6’ D8 e DlO'

As constantes D sao dadas por:

h,\4 h, h,\3 h. h.\2 h.
<——l> cosh —% - 4(——1) senh —= + 12(——£) cosh =
r r r r r r

h. h. h,
24(——ﬁ)senh —L + 24 cosh —% - 24
r r r
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h, \4 h. h.\3 h. h.\2 h.
D2 - (——l) senh 3t . k(——l) cosh —L + 12(—-l) senh —t
T r T T r

h, h, h,
- 24(——l)cosh —?i + 24 genh —;l

!
o
[~
o
=]
=

hi hi hi 2 h. h. h.
D4 - (—-— senh —— - 3 ———) cosh —= + 6(——£)senh -
r r r r r

6 cosh —= + 6
r

h, \2 h, h, h, h,
D5 - 1 cosh —= - 2(——l)senh —2> + 2 cosh —% - 2
r T r T T

o
L]

( hi>2 hi hi hi hi
6 < senh —— - 2(—?—>cosh - + 2 senh -
hi hi hi
-(——-)cosh — - gsenh ——
r r r
hi hi hi
-(———)senh — = cosh — + 1
T r T
i
D9 cosh - 1

i
D10 senh ——



5.3 - Acrescimos na matriz [a]_
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1

As derivadas da expressao (5.7) em relagao aos pa

1)
-~ !
rametros ¢i’ ¢i, ¢, e ¢j fornecem os elementos que devem

J
ser acrescentados a matriz l:a]_. Os acrescimos apresentados
1l

a seguir sao representados pelos

respondentes. Sao:

277

78

2
9 Vi - w
) J 1
3 oy
52 v,
a -
3% v,
a - 1
73 36 00 33
i
32 v,
8g3 " -
3¢, 3¢
2
8% v, ] v,
12 J 3
3¢i w
52 v,
a B e ————
4
74 8¢; a¢j 3
2
- 9 Vi w
284 39T 54
i %%
3% v,
1 -33
2 3
a ]
¢J
52 v,
a [}
87 2%, 30 38

L d
simbolos dos elementos cor



Os demais termos da matriz [a] permanecem oS mes
; =
mos. A construgZO da matriz[:A] tambem se processa da mesma

maneira,

Pode-se observar que somente a matriz dos esfor-

¢os solicitantes (pagina 41) sofre alteracoes.

5.4 - Novos dados para o programa

Prevendo o caso em que somente parte do carrega-
mento e fungEo do fator cujo valor critico se procura, po-
de-se fazer, a exemplo de (3.8):

B = Bc + P (ou M ou q) - Bu teereeessea(5.8)
onde B, e B, tem os mesmos significados que G, e G, de(3.8).

Os valores de Bc e Bu para cada secgao i serao
fornecidos ao programa. Alem disso e necessario fornecer o
valor da caracteristica geoméetrica Um’

O programa passa a conter também um teste para se
levar ou nao em consideragao o bimomento. Isso & Gtil para
os problemas em que o bimomento nao tem influéncia e tambem
para se verificar, nos exemplos, a diferenca no valor da
carga critica quando se leva em conta ou nao o efeito do bi

momento.



5.5 - Exemplo 1

a)
< T
Qk
<>
AN
A\
| ,Numcm
I y
espessura 0,304 cm
b) c)
58,9286 T~ NA s0714 detalhe do
Q} carregamento
| NG
| drea setorial W (cme )
4
I |
| p
| \
I B . 58,9286
16,0714 -
75 75 7
1 2 3 4 5 divisdo da viga
® ® ® ®
w0 Wy =
¢=0 ¥5=0

FIGURA 5.3

5.5.1 - Dados

Nesse exemplo sera tratado o caso de uma barra com
vinculos de garfos nas extremidades com a secgao indicada na
figura 5.3. A barra esta submetida, em uma de suas extremida
des, a um bimomento que, conforme os dados daquela figura,

pode ser calculado como:

B = 16,0714 P




A figura tambem indica a divisao da barra em 4 e-
lementos e as condigoes de vinculagao a serem fornecidas ao
programa. O uUnico esforgo solicitante nao nulo & o bimomen-
to e os valores que precisam ser fornecidos sao os seguin-

tes:

o]
n

3,6720 P

[+ -]
[ ]

17,4792 P

11,5622 P

2]
p S
]

o
]

16,0714 P

Os demais dados sao:

J_ = 38,4 cm®

J. = 0,0996 cm®

J = 5802 cm®

i = 69,94 cm

U = 9950 cm

5.5.2 - Resultados

0 programa forneceu o seguinte resultado para o

valor eritico da carga P:

P . entre 99,30 e 99,40 (t)
0 exemplo foi repetido adotando-se uma divisao da
barra em 8 elementos. 0 resultado obtido foi o seguinte:

Pcr entre 98,94 e 98,95 (t)
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5.5.3 - Observacoes

Convem notar que, nesse exemplo, as cargas nao es
tao contidas no plano yx conforme a restricao do capitulo 3.

Ainda assim, pode ser usada a expressao simplificada da e-
nergia (3.1), evidentemente com acrescimo dos termos corres

pondentes ao bimomento. Isso ocorre porque os termos em vy

e derivadas continuam independentes para esse carregamento,
ja que o Unico esforgo solicitante nao nulo & o bimomento.

Uma observagao que deve ser feita & o fato que es
se valor critico corresponde a um problema de 28 especie.
Nesse exemplo, esse fato fica bem caracterizado porque, e-
xistindo bimomento para qualquer valor de P, existe portan-
to angulo de giro (¢) antes de P atingir seu valor critico.
Portanto a passagem de um estado de equilibrio para outro e
apenas quantitativa e nao qualitativa.

Convem ainda observar que a deformagao & puramen-
te torcional, nao havendo deslocamentos de flexao (wD). Es~-
se fato ja pode ser observado nas equagoes diferenciais (2.

.23).

5.6 - Exemplo 2

- P
300 cm
75 | 75 | 7 { 75 cm
) T T

| 2 3 4 5

o 6 @@ @@
w, = wg =0
f1=0 ¥5=0

FIGURA 5.4
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5.6.1 - Dados

Esse exemplo tratara da mesma barra do exemplo an
terior submetida agora a duas forgas axiais aplicadas cen-
tricamente em suas extremidades como indicado na figura 5.4.

Os dados para a secgao e a divisao da viga sao os
mesmos do exemplo anterior,

Os esforgos solicitantes sao uma forga normal cons

tante igual a -P e um bimomento cujos valores nas secgoes

divisorias dos elementos sao:

By = Bg = -16,0714 P
B, = B, = -15,2328 P
By = -14,9571

5.6.2 - Resultados e observacoes

A observagao das equagoes diferenciais (2.23) per

mite concluir a independencia das equagoes em ¢ e w condu

D’
zindo cada uma delas a um valor critico da carga P. Como ja
J

foi comentado no iItem 3.1, a equagao em v conduzira a um
valor critico da carga P correspondente a uma flambagem ti-
po Euler e a equagao em ¢ fornmeceria, se resolvida direta-
mente, a carga critica de instabilidade puramente torcional.
Da analise das equagoes tambem pode ser concluido
que o bimomento, para esse exemplo, nao tem influencia sobre
a carga critica de flambagem por flexao. Ja a carga critica
de instabilidade por torgao ficara alterada pela considera-
gao do bimomento e mais ainda: a especie de problema sera al
terada pois a consideragao do bimomento, como ja foi observa
do, transforma um problema de 12 espécie (elastica determina

da 50 na forma) em um problema de 28 especie (elastica deter

minada totalmente).



Os resultados fornecidos pelo computador foram os
seguintes:

a) sem consideragao do bimomento

flambagem de Euler: P . entre 8,84 e 8,85 (t)

instabilidade torcional: P, entre 20,25 e

20,26 (t)

b) com consideragao do bimomento

flambagem de Euler: Pcr entre 8,84 e 8,85 (t)

instabilidade torcional: P . entre 32,73 e

32,74 (t)
Os resultados exatos que podem ser obtidos pela

resolugao das equagoes diferenciais quando nao se conside-

ra o bimomento sao os seguintes:

flambagem de Euler:

P _ = 8,84t
cr

instabilidade torcional:

P _ = 20,24 t
cr
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5.7 - Exemglo 3

[
A AL P
300 cm
10,3734 7
\P
—?,—(cmz) y
6,3000 Wy = 16,0714 em
12,8317
19,836 W, =- 2
27,5730 c 115016 cm
L 75 | 7 1 75 | 75¢m
i T T T
L e 3 . s
® ® ® ®
w,=0 W5=0
Y4=0 Ps5=0

FIGURA 5.5

5.7.1 - Dados

Trata esse exemplo da mesma barra ja considerada
sujeita agora ao carregamento indicado na figura 5.5 o qual

produz um momento fletor e um bimomento cujos diagramas es-

tao indicados naquela figura.

Os esforgos aplicados na extremidade sao calcula-
dos como segue:

M, = P - DC = 10,3734 P

B=-Pwy + P w, = P(-16,0714-11,5016)= -27,5730P

Os demais dados s3ao os mesmos dos exemplos anteri

ores.
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5.7.2 - Resultados e observacoes

As equagoes diferenciais em ¢ e v nao sao mais

independentes o que significa que a carga critica provoca a

instabilidade lateral com o aparecimento simultaneo de w

De

¢ conforme classificacao do item 3.1.

Esse exemplo foi repetido duas vezes levando-se
em consideragao, em uma delas, a influéncia do bimomento e,
na outra, nao. Calculou-se também tanto o valor critico po-

sitivo como o negativo da carga P. Os resultados obtidos

sao os seguintes:

a) sem consideragao do bimomento

*
) L - 20,0t( )

cr

b) com consideragao do bimomento

Pcr = + 23,7t

e Pcr = - 16,8t

Esses resultados evidenciam mais uma vez que o bi
momento pode afetar nao so0 a especie do problema como o va-
lor da carga critica. Nesse exemplo, a nao consideragao do
bimomento, no caso de P negativo, levaria a um valor otimis
ta da carga critica, o que mostra a necessidade pratica de
se levar em consideracao o bimomento.

A explicagao desses resultados, de certo modo i-
nesperados, esta resumida na figura (5.6) que mostra os dia

gramas das tensoes O provocadas pelo momento fletor e pelo

(*) - Limite inferior do intervalo fornecido pelo computa-

dor.
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bimomento. Os valores das tensoes se referem a secgao mais

solicitada e 3 casos sao apresentados:

a) tensoes 0 provocadas so pelo momento fletor,

sem consideragao do bimomento;

b) tensoes O provocadas pelo momento fletor e pe-
lo bimomento no caso de P > 0;

c) tensoes ¢ provocadas pelo momento fletor e pe-
lo bimomento no caso de P < O,

a)
—y p [
] - (s0 considera M, ) C/p (cm2)
P e
A -
b)
_______ 0,108
_ P .
{ : . - (considera M, e B) O/p (cm™2)
[
- —
c)
P
—> (considera M, e B) O/p (cm™?)
- P

FIGURA 5.6




Tendo-se em vista que as tensoes de compressao
sao as causadoras da instabilidade da viga, pode-se concluir
que a combinagao de tensoes no caso c¢) & mais perigosa que a
dos outros dois casos, justificando assim o menor valor da

- . .
carga critica obtida. Pode-se ainda observar que o caso b)
& menos perigoso que o caso a) embora a tensao de compressao

- I » ’ . .
maxima seja malor: 18s0 OcCOrre porque no caso a) existe uma
aba inteiramente comprimida o que nao ocorre no caso b).
Cumpre lembrar que essa explicagao dos valores das

cargas criticas baseada na distribuigao das tensces tem ape-
nas um sentido relativo. Basta lembrar que, no caso de carga
transversal, quando se aumenta a excentricidade, o valor da
carga critica diminui, embora as tensoces permanegam com os
mesmos valores.

E interessante observar que a consideragao do bimo
mento levou a um problema de 22 espécie em que, pela interde
pendéncia das equagoes em vy, e ¢, nao so a fungao ¢ e deter-
minada como tambem a fungao whe Isso pode ser verificado con
siderando-se o sistema de equacgoes (3.6) nos parametros Vi,
w;, ¢i e ¢;. Essas equagoes nao sao mais homogeneas por cau-
sa do aparecimento do termo ~Bg ¢; na expressao da energia o
qual, depois de derivado fornece um termo independente nas e
quagoes. A resolugao dessas equagoes levaria entao, como ja
foi considerado, a determinacao dos parametros que definem a
elastica.

Ja da observagao das equagaes diferenciais, cuja
resolugEo o processo em estudo procura evitar, se pode obser
var que, sendo a fungao ¢ determinada, entao a fungao wy tam

bem o sera. De fato, para o exemplo em estudo, uma das equa-

goes diferenciais (2.23) se reduz a:
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IV +

EJ vy + (M, 8) =0

Dividindo por E Jy, integrando duas vezes e arru-

mando os termos, se obtem:

M
" 2

EJ
y

¢ + C1 x 4 02

A aplicagao das condigoes de vineculagao:

¢(o) = ¢(L) = WB(°) = wg(ﬁ) = 0

1 e C2.

Entao se pode concluir que, sendo ¢ determinado,

permite anular as constantes C

w, tambem o sera.

Finalizando, deve ser lembrado, como observagao
de carater geral, que todos os resultados desse capitulo e
do anterior se referem aos valores criticos do carregamen-
to sem cogitagao do fator de seguranca, cuja estudo nao
faz parte desse trabalho. Pode tambem acontecer, em alguns
dos exemplos, que as cargas devam ser limitadas por consi-

deragoes de resisténcia e nao de estabilidade.



APENDICE 1

RESUMO DA TEORIA DE FLEXO-TORCAO

1 - INTRODUCAO

Considere-se uma barra de seccao aberta de paredes
finas como a representada na figura 1. Essa barra sera refe-
rida ao sistema de eixos xyz indicado naquela figura, sendo
y e z eixos principais de inercia e x um eixo longitudinal

pelos centros de gravidade das secgaes.

t/2
S =—=x] s=34
< | f/g
< Os
s
X B < _+_ 2 t! . cG
PR~ D(yo’zo) I
e |
e ey | $ =8,
1 { esqueleto
If I y
FIGURA {

Na figura 1 tambem e representada a linha esquele-
to, ou simplesmente esqueleto da secgao, que e a linha que
divide a espessura t ao meio. No esqueleto e adotada uma or-
denada s com origem 0s a ser estabelecida convenientemente.
As extremidades do esqueleto tem, respectivamente, s = s, e
s = s,.

A espessura t pode variar com s e o elemento de a-

rea da secgao e dado por:

ds-tds .oo.oouooo'lootoo.nonaloo.tcolou(l)
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Sao feitas as seguintes suposicoes:

a) as dimensoes da sec¢ao nao variam com a coor-

denada x;

b) a barra e de paredes finas ou seja: a espessu-

ra t e bem menor que as dimensoes caracteristicas do esque-

leto e essas sao bem menores que o comprimento £ da barra;

¢) a sec¢ao & indeformavel em seu plano, portanto
o seu deslocamento nesse plano sera um deslocamento de cor-

po rigido.

2 - CENTRO DE TORCAO OU DE CISALHAMENTO

0 ponto D(yp, zp) indic&dé na figura 1 & o centro
de torgao ou de cisalhamento: e o ponto da secgao por onde
deve passar a linha de agao de uma carga transversal para
que a viga fique submetida so a flexao e nao a torgao.

Para achar a posigao do centro de torgao, conside
re-se a expressao das tensoes de cisalhamento provocadas pe
la forga cortante Q:

Q Mg
T"-—t-—J— T ')

onde o momento estatico M e o momento de inércia J sao to-
mados em relagao ao eixo apropriado.
Seja suposto inicialmente um carregamento parale-

lo ao eixo y. Em (2) deve entao ser feito:
-
Q= Qq
J = Jz

MS- J y dS

5
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A condigao que fornece a localizagao de D e que
a resultante dos momentos das tensoes T em relacao ao cen-

tro de torgao seja nula. Tem-se entao:

JT dS n =0 I &)

sendo n a distancia do centro de torggo a tangente ao esque

leto conforme indicado na figura 2a).

b)

ds

tangente ao esqueleto

FIGURA 2

A substituicao de (1) e (2) em (3) fornece:

r([:y dS)nds =0

SI I

Efetuando a integragao por partes e lembrando que
o momento estdtico @ nulo nos pontos extremos da secgao, ob-

tem-se:
S,

, S
J(Jn ds)de-O ceessessssssessasesld)
5

S

Supondo agora um carregamento paralelo ao eixo z,

procedimento analogo conduzira a seguinte condigao para o




centro de torgao:

S

52
[ ( n ds) z2 dS = 0 N &)
S

LS

Sera definida como area setorial a seguinte carac

L4 - .
teristica geometrica:

$

W = n ds D ()
S,

A area setorial w & uma fungdo da ordenada s e a
razao de seu nome provem da propriedade esquematizada na fi
gura 2b): o elemento de area setorial dw & o dobro da area
do setor elementar com polo em D e que compreende o arco e-
lementar ds,

Com a utilizagao de (6), as condicoes (4) e (5)

para o centro de torgao podem ser escritas como:

wydsS =0
O...l....‘...ll......l....(?)

w2z dS = 0

onde se subentende que as integrais devem ser estendidas a
toda a secgao.

A origem 0s da coordenada s nao influi nas condi
goes (7). De fato, a mudanga de origem provocaria o acrés-
cimo de uma constante na area setorial; essa constante da-
ria contribuigao nula para as integrais de (7), por ser nu
lo o momento estatico quando se considera a secgao inteira.

Para facilitar as aplicagoes a seguir, a origem

0, e escolhida de maneira a satisfazer a condigao:
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Iw ds-o '.I.l...0.0....!'0....‘0..0'0(8)

S

Caso se tenha a area setorial & com origem arbi-

traria e se queira a area setorial w satisfazendo (8) se

faz:
w--w- +C ....l.......'...l.............(g)
A aplicagao de (8) fornece o valor da constante C
de (9):
_1 -
C- S des '....I....l‘......0‘0.'.'(10)

3 - FORMULAS PARA AS COORDENADAS DO CENTRO DE TORCAO

As condigoes (7) que definem a posigao do centro
de torgao precisam ser transformadas de modo a fornecer ex-
pressces explicitas nas coordenadas de D(yD, zD).

Isso & conseguido por meio da interpretagao da a-
rea setorial esquematizada na figura 3. Nessa figura Q(y,z)
representa um ponto generico do esqueleto e Os(yo, zo) a o-
rigem da coordenada s. Pelos pontos D, 0s e Q sao tragadas
retas paralelas aos eixos principais de inercia y e z. Seja
ainda A a area do triangulo DMO_ (ou do DNOS). Sendo a area
do quadrilatero DKQL o dobro da area do triangulo DQL, pode

—8€& escrever:

w

A+ B+ 28 = 2(

+ B + A)

onde A e B sao as areas hachuradas da figura 3.
Da igualdade acima se tira:

w -A_B o'Qalonotcolo.o‘-loo.oooc.o..(ll)



z CG
]Y
K M 0 D{yp,2,) : centro de torgdo
Os(yo,zo } . origem da coordenada s
A o Qly,z) ! ponto gendrico do esqueleto
N
4 = drea (DNOg) = drea { DMOg)
N B
- = Grea (DQO)
Q L

>
"

drea (MO,QK)
FIGURA 3

o
n

drea {NO4QL)

Considere-se agora a figura 4 onde, alem do cen-
tro de torgao, e adotado um ponto P(yP, ZP)’ arbitrariamen-
te escolhido, que servira como polo provisorio para a area
setorial, Indicando com wp a area setorial com polo proviso
rio P, pode-se escrever, considerando a propriedade (11) da

area setorial aplicada a disposicao indicada na figura 4:
wp = A + (z~z ) (yy-y,) - B —(y-y) (z-2,)
Ou, arrumando convenientemente e utilizando (11):
w = wy +(y-y ) (zp-2zp5) - (z-z ) (y-yp)

Substituindo essa expressao de w nas integrais de

(7), obtem-se finalmente:

Jm y dS = J Wy ¥ ds + (zD-zP)Jz = 0
s s
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W- = - - =
J z ds lwp z dSs (yD yP)Jy 0
S

onde estao sendo usadas as seguintes definigoes e proprieda

des:

z c6
Z—Zo
]y
P
Yo~ Yp
K M D
FIGURA 49
A
N
/0%
// Y-Yo
/B
s
Q== L
z,-2p

Jyz ds = Jz
S
(

2% 45 = J
J y
(3

A
<
o
w
L]
n~——

z dS = J yz dS = 0
S

Resolvendo as expressoes obtidas nas coordenadas

Yp e 2p, obtém-se finalmente as formulas procuradas:

,

1
Yp = Yp Y T3 | Wp 2 dS

«
o

teeresesseseess(12)
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4 - TORCAO UNIFORME OU LIVRE OU DE SAINT-VENANT

4,1 - Observacao sobre o centro de torcao

Cumpre inicialmente fazer uma observagao sobre o
centro de torgao.Na teoria de 12 ordem, o trabalho do momen
to torgor em um deslocamento de flexao e nulo. Pode-se con-
cluir, portanto, pelo teorema de Maxwell, que o trabalho do
carregamento que provoca so flexao e nulo no deslocamento
de torgao. Isso 80 e possivel se o centro de torgao nao se
deslocar durante a torgao: donde se conclui que o centro de

torgao & o centro de rotagao no deslocamento de torgao. Es-

sa propriedade sera usada no que se segue.

4.2 ~ Condicoes para a torcao livre

Ocorre a torgao livre ou uniforme quando sao sa-

tisfeitas as seguintes condigoes:
a) o momento torgor M, e constante com x;
b) a secgao e constante com x;

¢) nao ha vinculos que impegam deslocamentos lon-

gitudinais.

A Resistencia dos Materiais fornece os resultados
da torgao livre. Assim, a tensao tangencial e linearmente
distribuida na espessura, sendo nula no esqueleto e tendo

seus valores maximos nas bordas dados por:

T»- J t looooononollooloololo.o.o.000(13)
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A derivada do angulo de giro & dada por:

M
¢'._._E_

GJ 0000000000t.lll.ucol.c.oal'ooa(14)

t

t
(2.6).

4.3 - Deslocamentos

Serao considerados agora os deslocamentos u na
regao de x e v na diregao de s.

Devido ao giro ¢ da secgao em torno do centro
torgao, um ponto do esqueleto sofrera o deslocamento QQ°

dicado na figura 5.

J_ e o momento de inercia 3 torgao ja mencionado e dado por

FIGURA &

Para angulos pequenos se pode fazer

Q" = r ¢

onde r e o comprimento do raio vetor que une o centro de
torgao com o ponto genérico do esqueleto.

Seja QQ" a projegao do deslocamento na diregao
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da tangente ao esqueleto. Essa projecao e negativa por cau-
sa das convengoes do angulo de giro ¢ (positivo quando o gi
ro & antihorario para um observador olhando no sentido posi
tivo do eixo x) e da ordenada s (positiva quando o raio ve-
tor gira no sentido horario, para a posicao mencimnada do
observador).

Da semelhanga dos triangulos DAQ e QQ"Q' pode-se

deduzir:
-v.n¢
Derivando em relagao a x, obtem-se:

V'-"n ¢' -loaooo-oo-oooccnocacooocoooo(ls)

Seja Y a distorgao de um elemento ds dx situado

no esqueleto. Da teoria de elasticidade se tem:

- _Ou év
Y as+3x

Como a tensao tangencial & nula no esqueleto, pe-
la lei de Hooke se conclui que a distorgao também o sera.
Nesse caso, a utilizagao de (15) nessa ultima expressao da-

-

ra:

—gg— —_— R S T2\

Na torgao livre o deslocamento longitudinal nao &

fungao de x; entao se pode fazer:

du

-n¢'

Sera feita agora a integracao em s desde a origem
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0, ate o ponto generico Q, obtendo-se:
Q
u-¢'J n ds

0s

Ou, lembrando da definigao de area setorial:
u-w¢' ..‘.......‘.'..............l'..(17)

Portanto os deslocamentos longitudinais sao conta

dos a partir do ponto 0s no sentido positivo de x.

5 - TORCAO NAO UNIFORME OU FLEXO-TORCAO

5.1 - Hipotese de calculo

Como estao sendo consideradas somente barras de
secgao constante, a ocorrencia de flexo-torgao ou torgao
nao uniforme fica restrita aos casos em que o momento tor-
gor nao & constante ou aqueles em que ha vinculos que impe
dem os deslocamentos longitudinais de alguma secgao.

A suposigao basica para enfrentar o problema de
flexo-torgao e que a equagao (l7) continua valida, agora
com a particularidade de que a derivada do angulo de giro

nao e mais constante.

5.2 - Tensao normal de flexo-torcao

Serao desprezadas as tensoes normais com excegao
daquelas em cortes transversais. Entao, sendo o, e €, res

pectivamente, a tensao e a deformagao longitudinais, pode-

-se escrever a lei de Hooke como:
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0 -Ee ..'.............'...l'l.l..'l..(la)

onde E e o modulo de elasticidade.

Caba-sa da tasyia de elastiecidade que!

ou
X 0x

Ou, usando (17):

"
ex = ¢

Substituindo em {18), obtem-se a tensao normal de

flexo-torgao:

= "
Ox Ew¢ C.I..Cll..l.'..l.‘.l‘...ll.l(lg)

Deve ser observado que as tensoes o, nao tem for-
¢a nem momento resultante na secgao devido as condigoes (7)
e (8). Sua "resultante" sera um novo esforgo solicitante, o

bimomento, que sera introduzido mais a frente.

5.3 - Tensao tangencial de flexo-torcao

Considerando o equilibrio longitudinal do elemen-
to de comprimento dx representado na figura 6a), conclui-se
a existencia da tensao tangencial em cortes longitudinais
como o indicado. Pelo teorema de Cauchy, essa tensao tambem
atuara na secgao transversal. Essa tensao, representada na

figura 6a) por T sera suposta uniforme na espessura e re

ft’

cebe o nome de tensao tangencial de flexo-torgao. O seu cal

culo e feito a seguir.,
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o) # b)

FIGURA 6

Seja Rc a resultante das tensoes o, na parte con-

siderada da secgao. Entao se tem:

RO = f Gx as
5

Ou, usando a expressao (19):

7.}

- "t
R, = E ¢

N
€
o.
0

Derivando, obtem-se:

S
d R
—— = E ¢ J w ds
S

O equilibrio do elemento considerado na diregao

longitudinal fornece:

T t dx = d Ro

ft

de onde se tira a expressao de T
s

trye
Tft-—E—lt——— [ wds ...--.....-......(20)

ft

5
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5.4 - Momento de flexo-torcao

As tensaes Tft S;O suficientemente pequenas para
nao ameagar a base de calculo da teoria de flexo-torgao:
distorgao nula no esqueleto. Entretanto, sua contribuigae
para o momento torgor pode ser apreciavel porque as tensoes
tangeneiais provenientes da torcas livre, sendo linearmente
distribuidas na espessura, trabalham com bragos bem menores.

Entao se pode considerar o momento torgor (Mt) co-

mo & soma de duas parcelas:

M -M£+Mft oc-otcoooooc005000000000000(21)

Onde:

M, e o momento de torgao livre

M., & o momento de flexo-torgao

Para calcular M considere-se a figura 6b) onde

ft’
esta indicado o brago n das tensces T;, em relagao ao centro

de torgao. Pode-se entao escrever:

Ou, usando (1) e (20):

S
Mg, = E o' L (‘Lw dS) n ds

Efetuando a integragao por partes e, usando (6) e

(8), obtem-se finalmente:
S

2
Mft-—E ¢"' sz ds .................(22)
1
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Sao introduzidas as seguintes caracteristicas de
seccao denominadas por analogia com expressces ja conheci-

das da Resistencia dos Materiais:

a) momento setorial de inercia

2
Jw [ w ds ..l.ll.........00000000(23)
S

b) momento estatico setorial
S

Sm- [ wds oao-oca-000-000000000100(24)
S

Com essas novas caracteristicas, a expressao (22)

pode ser escrita:

Mft--E Jw ¢"' OOOI0'...0..‘..0......'(25)

A substituigao de (24) e (25) em (20) fornmece:

M S
T w-ft w
ft tJ ....'.....‘.'.........C(ze)
W
5.5 - Equacao diferencial do problema

A expressao (l4) se refere a relagao entre a deri
vada do angulo de giro e o momento torgor no caso da torgao
livre. Lembrando que agora o momento de torgao livre & ape-
nas uma parte do momento torgor, a expressao (l4) deve ser

transformada para dar:
)
ML-GJC¢ ...l.l..l....0000.0000100'0(27)

A substituigao de (25) e (27) em (21) fornece a e

quagao diferencial no angulo de giro:
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E Jw ¢"' -G Jt ¢' = -M ..............(28)

t
Obtido o angulo de giro pela resolugao dessa equa
gao, esta resolvido o problema de flexo-torgao, uma vez que
e possivel achar todas as grandezas envolvidas.
A equacao (28) constitui o tratamento classico
dos problemas de flexo-torgao. Pela introdugao do bimomento

por Vlassov (1) essa equacao foi modificada, permitindo o

tratamento de problemas mais gerais,

6 - INTRODUCAO DO BIMOMENTO

Define~se o bimomento como:

B = [O’xwds .........-...............(29)
S
Pela utilizagao de (19) se obtem, entao:

B=E ¢" J w? ds
S

Qu, usando (23):
B-EJw¢ 0..‘...-...I........COO.....(30)

Pela substituigao de (30) em (19) se obtem a ex-—
pressao da tensao normal de flexo-torgao em fungao do bimo-

mento, ou seja:

O = — W ceessesssescssssesssssssccasal3l)

que @& analoga a expressao da tensao normal no caso de flexao

simples.
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A analogia se completa com a nova expressao da

tensao tangencial de flexo-torcao. De fato, derivando (30)

e comparando com (25), se tem:

M --B' ..‘..OOOOOOOOUOOOOQ00000000000(32)

ft

A substituicao de (32) em (26) formece entao:
T 8 ————— aoo--occo'ottcoo-oo.ooo-.¢(33)

cuja analogia com (2) e completa se se lembrar que a forga
cortante e derivada do momento fletor.

Para obter a nova equagao diferencial do problema,
procede-se inicialmente pela substituigao de (27) e (32) em

(21), resultando:
v '
Mt - G Jt ) B
Derivando, obtem-se:

! - "o o_ opn
Mt G Jt ¢ B

A utilizagao de (30) fornece:

G Jt
M' - e—— B - Bll
t E Jw
‘\Mt'f'th
o

FIGURA 7
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Essa Ultima equagao pode ser escrita finalmente

como:
2B - B m ?p e eeeenneereerneeeaa(38)
Onde:
EJ
w
r = T—]—t———' ....-.......o.-...c..-.....(35)

e chamado de segmento caracteristico.

E
)
m = Mt

e a carga torgora distribuida cujo sentido positivo, junta
mente com o de Mt’ esta indicado na figura 7.
No caso de m constante ou variando linearmente

com x, a solugao geral da nova equagao diferencial (34) e:
B = C. senh —%— + C, cosh —%— + r“ "' m .ee(36)

Para finalizar, resta ver algumas condigoes de
contorno que podem ocorrer e que servirao para a determina

¢ao das constantes C, e C, de (36):
a) extremidade livre

Sendo Ox = 0, de (29) vem:

B=20

b) extremidade engastada

Sendo o deslocamento longitudinal (u) nulo pa

ra qualquer ponto doesqueleto, entao de (17) vem:

¢' =0
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De (27) se tem entao:
M£'0

De (21) se conclui:

M, = Mg,

De (32) entao se tira finalmente:

'-"M
B t

¢) extremidade com distribuicao dada de tensoes,
Nesse caso se utiliza a propria definigao (29) pa
ra se conhecer B,
Caso na extremidade sejam aplicadas cargas axiais
Pi concentradas em pontos de area setorial Wey O bimomento

pode ser calculado como:

B = E; Pi Wy
i
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APENDICE II

Programa em linguagem FORTRAN para o computador IBM 1130
do Centro de Processamento de Dados da Escola de Engenha

ria de Sao Carlos.
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RETURN
END
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END OF COMPILATION

ONE WU
EXTEMND
// DUP
ST

CAR
LARA

<2 [



115

RACHID

2

PAGE

e > B S o A R O o o~ e, O T
—~ 3 s N~ T N = > T leEn o+
— -~ L T ~ I D Ll N~
— e L L * e SF ¥ Rl endhned 23 —
T o~ — e ¢ o~ T e N O el o~
it X s 2 e e X MM 3 e X C~ T
—~ = e~ T ed e NN S oUW N
o= s o~ = 3 * + T o~ [} ~ W N— -~
T O o~ . N 30—y ¢ e NDeme T e
—Z N X T ™M % DR e e @ e —
ASNN s TN A S o > Xl e T e e o T
e N H# o~ e e N+ T N+ 4N W
e T e T e T = T o S SR D RN ¢ ~CCue 3
W et P e e D e e O e e N D)
TN T s (07 N T s N T s MO e g e D
XL D> + W~ 1 TN 4+ Z N T N 3
L Y e~ e WD L e~ T UL~ N~ D
e~ 3 e (D e e A e O 3 e O\ X .
(e A - o e B 0 D e I ey
b o—3 +* T 3 e N > O ON > ZF g =T e
~TN e N N e~ e W oseem | WL e D
e e~ e~ e DY e e DN e # ORI O
e e e e De e N DM 0 e 3 T D e YN
— - T+~ ~— )+ TN HNT N e AT NN
— — N e T e~ L em el o e 03 i <l e
— ~— —~~ I SN € 3R e e T T e dp et bt
-4 U sk o (] P~ — —— — St ]~ — 3%+ D e e s RS
> prid N O =T N e DY =X e ) O M e T33O
ut e At e oe—le, o~ o U TN WL D> SR> >
- - WZme N = e T 3 KT 9 o
- —~ o~ I U— hdrmt e 4 o~ 0T b .
— [ NFT = Mt e X e emen e O
— — L LIa NI —— 3F OV - [ — ~— e SE —— — (a1
pun) o2 e | & e+ sk T e N T e
> POl + I~ e e~ e~ T 4t Do
< [ . faa P ] 3¢ Pt et ~ o r—d—t
- - = o (D et ae D> oSN~
— —~ o~ e—TL > I~ T O ——E
- . = —~IN + NI f < Nl .
S — et [Vs) St N~ . D=~ . k-3 ——— e T
(&) o o w o > w N o
- > % = — 3t — TN 0T NN N
— ] L s ~ . T e OUD N e e
~ - - - L G e e e — K3 LT T e | S = Tt
— -~ — _ = — R el + Fob e D>~ 2%+
I - — et b — U e -— _— e e e e em Sy e e
Fad — ~ - o~ — = O D> bt — NS T D G IO AT e Y S
- oS = o D -~ 2 Z D ~— LR e R R R IR e I e ko
— -~ T x > Ty b~ 0 < - 2 > M WX X 2 M= L | X
W - O o a W ~ - e 2 [T e~ b e Oem e e e ke e e ey e -
- —~ = - - - i R 3 T o - N g T TS e e et el e e R T e TN TN
- Od X o~ D -~ -~ [T} N X b3 O —~r +>F ok F DO+ eF At F ot e Nb et b i
et A - 2 e vy o - FX XY AU X DTN Y O LT e N
UG ~— e O T em N OO e o + + o WP 4 —_~ el - e e e e (N e s e Sp e L e L
e r DT Qe ) Qe ODND W e 2M [ e Tt T + 3 Wl o W MNY I3 ST D DD N0 D D5 DN D
po e T OP-ZND XMED > Dm0 oD~ MUWE e X e bt bt bk et 1 bt et ittt L L T N R TR I N TR TR e [ o ]
=~ —L T G T A L D e T eI T A DA Ol 0 755 KLD P OODLTND tm | et e e>em T~
—Ni AN MO L QT T el O N et e 50 WIS g LTOLTOOODD o7 T . =l el H O e g O O 0 e D Lo TN 2N D >
- = e NN LIAVER TaaEN SV al T [To WORN SR NaVoV i eeiaN) Wy e Do me TSI e ) -~ D B i T I R A e al I T o T T S
—— et e L S e G B R g T a B TR e A Wt DT L LN ] T et NP M PN O N XY+ XY U e Y > <T
O\ 4 TN LN = X N 2O N = N e~ N e e N (N - LU TR L T T TR [ L B LS G TR TR ~dF Nttt D~ - L e QO W o ey -
e e T At e St B Caitan s S B P S s L e e I U L o L N T ) WA AN X L TN et e e St e e e O e O < SR 0N
DEZIDE DSZADLTAVDIOOTDE—ITIODDIAOE I Crirmt Ottt et e Oy 30O - L B R A e 4 FNFM~Fd NGNS TT + et
LN U ILXNLA NIY NI LI YL T LNDLZOCAA, N NN e D v st (N o (F N P et i ed WYX Y o X I X m A DX Wde YWY Y 3 YN M AF X5 —~
WS F S SN UONDUUOWOIWOU LD SWDCUOOOIOX>O>ZO T U O O D | [ e Do v nortnr e 95 31 v v e 850 3 et o o o s
ML AL OX L DY O DXL XU XL OXY L LU=~ OO0 IV0AUL UL~ DN DOX— O TR T OODNLR LD % DO D 20t 2 00 DD Lot D (N B D= 00
(&) Q fn) o) 24 P NN NN N NN NN NN ™
*—t (N e e OND O O O VD NI Z e~ <O O O N~OO O jo]
fon) o QO N O N 3 O O QOdO (S L BT O OOV ™ ©
o~ Z OB Vi N wwn N
] . < x



116

RACHID

3

FAGE

P e T S T g

)
DY/10.+HUT)*FQUTN /10, +YDRFN(T) /10, -174 #H{

T L~ X~
P e L T - <
TN N O L e T O
¢ 4 v T T O
~ A N X NN DY
[ R

S 2 et 2L e N e SNGZD T

- )

X 1

0 I

5 I

( )

) ¢

L2EYDRFA(I) /HIT) +1
.+H(1)*Fu(I)/lo.-vn*FN(I)/1C.43.*H(1

o K45 )44 REXAJY/HIDIHHITIHEN(T) /7. 5-H{1 ) #%2%0X(1) /1

TXor [t R SN AN

*FQ([)/?S?.—YD*H(l)*FN(
{
H
H
(

SN O T N O L N e
N Uibee X T 3 e e
L R s ot ]
6N L (DA e el
—— e bt g e e ST 40
bt ot 1 e e pmt o P
—— ] T XM | .
ITX N+ > 3 N
O el T 5
03k 3r N3 L e D
rI\U\I/\I\I\/ZI.I.)I
OO D bt it g 3 NN bt e
e D 3 e~ T T
ST T ~TNTN
eSS L OO =N
=it T3 T | D2
T TIN N T I < T e
R SRS g R B I LR I N
I e 3b e 3b 3F T ILISE UL 3K~
T UM LU 3 LI O
o St e 30 e 3 @ 3E TN SR -
[ A L W N A Yl 3
I C~T N = O > U
+O I AT+ LSt +
B L T T e RV T
L e M= ] TN D et
.1.1+)I;+Vx.+++\u+

2y K44I +FMIT) /100 -YDREN(T) /10 +H(T 1 %%22QV (1) /140, +H1

K:u,n.‘?)K N gl RK/K ot

CNL 3 UND OO0 O D00
L UR U IR | - T IR B | B Y H
L L Tl B T e Rt
N e 10 e N D D P e N N N0 T )
N+ T+ | Lb~T++ + 94—t
XY | >IN XL D>
A R Yo A
i Tl oS Al AL B et B0
B e L e e T b T s
X% WIS e n e X NI N 3E N X

e s s NOO SN~ —~—d LI L
T Z Z 0~ Eem it + b—— e de ~ 0 . .
o D e e AN N - . < < NN
o 3F 3p e [ ~ -~ IIZIn «© L3 Ed t |
T o~ O~uw o> e —_— NN f . NN
M= o e O W s — _—0u N e € 3
| — ZE e~ e 36 -y -~ T laalaa k3 b3 ' k-3 3t
¢ T ket N~ D T o~ 338 & 4t N M~ e~
o DT e e T * % e~ o~ i #3F e~ e~
— fan} Wt i e |42 [P —~—— - 3¢ S — ——
N> e => T e e % e~ b ~ m—— —
— o HED> 22 % N . . e P T
- o —O0 W DN~ AR ——T I — N N
~— O e} POy D NN . TN N - =i x
Z o wef) e D 22O | | S NNY TOTN—
W N TN 3 + >3 NN + [ada 4 NNl s
o~ N O~ ™M % VI ——3t 3t Y X~ O
O e e [ * > dc 3¢ 3¢ 3 3¢ # 3N O - g <
> DI e M3 —_~ o~ [ [TatoRC AN o4 4 DsE 2
I Qeict e OT N X X 0O < <T 3 L DT . .
~ LR D= 3 [t ~NN () i . » g L - <
BT N s T -~ -~ XX e N W et e [leRuniey]
~ L O <> bt T~ T — NN Nol¥oX VIR N . N+ o+ =Yg
O e N~ T | — e M+ Ny TT TN
W X 03 de T (D e I I e P A DN I S NN N
¥ ~Oeemen 3 s 3 QD - = e R 4+ a3 9 —~——C
Lk v lan i B I AR TV S h 3 % T %A % b T e~ e~ N DN =
= I bt A O W 3 3~ -~ A~ o~ [CISINTS]
— IR OA> NN =N W o* OV ———— o~ 6 e~ 36 3% B 3
T % udy e~ T L ——— — e e
NN O+ > S I SV —_——— o~ —~T T
> 03 — N~ D | ~_~ - OO ~—T T —_ e N
LR B L + + ++t TI~ ~ — —Ix
O SN L we D ey M NN NN XY XY T TN~
+ ~—=~+I Ix TTA 3 3 3 VX~ o~ NN XS SE
~ e (O30 N << 3¢ 3 33 e e hetin % A e T
T ¢ T —~ e~ BT TR — wee < <
~ F <~ T > e N << 3t & 3 3%
oW e T e~ SO\ < T 5 ++ N Ml . .
W 30N ~ NN % . o < L3 T 0
3% —_—T e~y L —— _— e s ey .« oF ~ Se 3 e -
—~ = e 3 D ey [aVIaVEa (RN oV . e | t
" NN D> M (= T I I ~~ [} NN J
~ T i~ O e e 2 [ I A oM e 3
+ [l > ot boy 3 3 3 9k ¢ [Tallal ] 3t | [IRFan I 3
— e 3R LU0 3 3k s Al AR ]
o D> M 36 30 e WA ke~~~ 36 SR A e~ e~
+ 04— - . PR ——— B 3k e
Y XM H > M~ A AR s TaN IV ——— - —_— e e
- mM omey ~— i Pk ———— — - e~ T
ol AR LI e cT <+ RaTENIO ¥ * e T e L N
F+ O3 ) k3 e Hdrde ~ TIN N ~ ~IY o
AN~ EG K. * E + NN Y YT L IN~ e
St (N et by e | L o -~ -— —— e — YD LY — e S ~ ~ X3 <3
ON Yo Ddrr— O (A = s s A I | —n— e =t L L Y N .
Wt Tt d~— W~ N ONSNSNNYY #E A PN N NN L L~ 0]
e~ 0> =~ ettt S IO VRS - S VR =8 e «*1&.*/ o o Y e el e
O oL NS N> — e e R S S
+ - T4+ + 1 [ e ettndten ke B L R i T B .I)A)Aqﬁnﬁ.lnl.lvltx,.f.v
MO 4 L~ D TIDI T 0 a0 TV ge = db —3h e e e XL
3 U e - A L et O\ et (S et et e e T T et 0D N e e et e o a0 T e T>> = n o o«
W 8 Qe 0T et i 3 3 L NN TS T A O e 0 AN YN S NN N
TR RN TL F—O+F+ T = LOVW OV YNNI Y~ =Tt i 1 Yt + 4+
W UNAENH W i NN e D3 ST W R R H Y N NIEN S NS X
(((((( Prmirmr (N 0 UL Nt e e OO VO QTN i O M S 3 UOVD N O GO N O el ot P et 030 b e e e

C N L e U= MY DL D~ROD = DDt N+ L ND et NN O AT <+ I L L OIS O dCCCI\C(CCCACﬂHBBbB

NN NN NN N NS N N NN &N o NN

o
')



117

RACHID

4

PAGE

cC
]
<l
-3 —
[»4 O
W L[]
Lo aa]
prd —
.t (4]
-
) >
brd —
-
(%] ju]
11 T
-t —
uw -
[ >
~—

[w] 24 "

- O <t o]
elanl-Suriur Jen a .
TITINTIAD Bal
< T~ N T en} -
NN NN or w
o~ i e (o - w -

T TLIN O el = >
[GISE R S]] . pu) ~—
3t de 3k 3k 3t o0 pd -
et o —_ W
ot et St b Pt b wh D [s'4
— . T e et s - fan] —
>>D > > =
S o RS 3 e ~ o~ L
+ v e+ - D
AP = TN < RS <
ULV [} L [&]
3#* T3 — >0 —
e et e tiaal ol b famy] [ ad
fonlioalivalionli aioat — - —
e e e e x D ~
36 4% 3F b 3 3% [} T (&)
XTTZXTTXE W -
DODIDDD — << TV R~
+ 14+ + 0+ e ] D [40]
i i o g (@) < o T '
[alteh ALt o el e iS¢ QCo i O <
+ 4+ +++ [a¥] — (SN e oo W e [&)
W NN o} - b Tz < ~ N ZF N T
-~ Ed s X QM e - .- IT = =~
e N o afon R e —~a o
+ + o+ o™ o oW~ X . O ~mo o — -~
XXX N -~ - - WO e X N —— PSIVERRN] <=
((((( ~— < —_~T . O el DO — - n > - >
Sl Ehvel alyaToel el —D - A e - SCOD Nt O -
Wouopon > -~ N X e v TZa . O ~uno <l «@ —a. -
)))))) T oa —~e T~ [l e S ey —_——— N e ("Xt
UL O~ 0 e el e el DO~ Uy e LN~ e O\
+ o+ N =T e~ TN mN e~ + D N O O T2 e e
M X W o {IRl] O N ELZ O A O O IR0~ AT NOX
- .- e N P Y B T A B S S SR P N | EOo#A | == NALO TN — - C W
MEOMOC = ] DDl OF 0T T I AN KO D WANODE AU OU LT ANOm D e 1 (U™
ot F T rdm DD el TN e+ D A S O DN D Qs S N 0 1 ) DD 0
DY 2 0wl N 2 et et e e et <L O 2T 2 b T nd bt Y e m | | Db s et T e ner L T N e e e LD
St e ] L D O QD= 1 AL X ODULOOCEQULULODY A DWLOE~DEI YD Z
LLONDD L DD LD = T OB L R OO XL O Qe A O (MU, O~ A nCaA T 00w
el zZ o
0 <O D OQ D <O OF OO O o000 dn o0 Q VO~
o e} O ™~ o Zu o~ Ny O™ O ~m Lol NN
@O — e ~ N e ottt O\ o o~ NN
() ' S0
-3 w

VARTAGLLES 3216 PRUOGRAM 5278

END OF COMPILATION

// XEG

U

INT

A
l

REQUIREMENTS FOR

WORD

[..

EXTENDED PRE

Il:rCSA
COMMG

FEATURES Supp
ON

CURE



10~

11-

12~

- 119 -

BIBLIOGRAFIA

VLASSOV, B,Z, - Pieces Longues en Voiles Minces - Eyrol

les, 1962,

LANGHAAR, H.L. - Energy Methods in Applied Mechanics -~

Wiley, 1962.

RACHID, M., - Caracteristicas de Perfis - Revista da Es-
cola de Engenharia da UFMG ~ n? 12, ano 8 (junho de

1969).

ZIEGLER, H., - Principles of Structural Stability - Blais

dell, 1968.

ELSGOLTZ, L. - Ecuaciones Diferenciales y Calculo Varia-

cional - Editorial MIR, 1969.

KETTER, R.L. e PRAWEL, S.P. - Modern Methods of Engineer

ing Computation - Mc Graw-Hill, 1969.

SCHIEL, F. - Barras de Secao Delgada - Servigo de Publi~-

cagoes da EESC, 1964,

TIMOSHENKO, S.P. e GERE, J.M. - Theory of Elastic Stabi-

lity - Mc Graw-Hill, 1961.

RUBINSTEIN, M.F. - Structural Systems-Statics, Dynamics

and Stability - Prentice-Hall, 1970.

JAHNKE, E. e EMDE, F., - Tables of Functions - Dover Pu-
blications - 4% edigao.,
ABRAMOWITZ, M. e SEGUN, I.A. - Handbook of Mathematical

Functions - Dover - 52 edigao.

KREYSZIG, E. - Advanced Engineering Mathematics - Wiley,

1962.



