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RESUMO

SOARES, H. B. Desenvolvimento de ferramenta computacional para andlise de
colapso estrutural pelo Método dos Elementos Finitos Posicional. 2021. 161p.
Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos, 2021.

No presente trabalho sdo desenvolvidas formula¢oes numéricas que resultam numa ferra-
menta computacional para anélise de colapso estrutural de edificagbes compostas por perfis
de parede fina. No presente contexto, entende-se por perfis de parede fina aqueles que
podem ser modelados com elementos de casca. Para tal finalidade, emprega-se o Método
dos Elementos Finitos (MEF) em sua versao posicional e descrigdo Lagrangeana Total do
equilibrio. Adicionalmente, diversos desenvolvimentos sao incorporados a ferramenta com-
putacional com o objetivo de melhor simular uma situacao de colapso. Para a resolucao do
sistema resultante da formulacao nao-linear do MEF para problemas estaticos, emprega-se
a estratégia do comprimento de arco (Newton-Raphson + equacao de restri¢ao de arco).
Desenvolve-se também uma estratégia de insercao de forca de perturbacao durante a anélise
para contornar um ponto de bifurcacao e escolher qual trajetoria de equilibrio seguir a
partir deste ponto. O critério para definir a forca de perturbacao e quando aplicé-la é
baseado na analise de estabilidade, que é realizada por meio da resolu¢do de um problema
generalizado de autovalor. No caso do problema dinamico, o método de Newton-Raphson
é empregado para a solugao do sistema nao-linear. A integracao temporal é realizada por
meio do método a-generalizado, que permite um controle preciso da dissipagao numérica
de altas frequéncias e, consequentemente, um controle melhor da estabilidade do método.
No aspecto de modelagem de edificagoes, foi proposta originalmente uma estratégia de
conexao entre elementos estruturais viga-pilar ou viga-laje cujas discretizagoes sejam
nao-conformes. A estratégia proposta é baseada no embutimento dos nés de extremidade
de cada elemento estrutural em um elemento finito de sdlido auxiliar que preenche o
espaco de conexao. Quanto a modelagem do material, emprega-se a lei constitutiva de
Saint-Venant-Kirchhoff e considera-se plasticidade baseada no critério de von Mises com
encruamento linear. Para a analise de colapso, é de interesse também a modelagem de
contato/impacto entre pavimentos. Nesse sentido, ¢ implementada e validada a estratégia
de contato né-a-superficie. Por fim, sao desenvolvidos alguns exemplos de estruturas com
o intuito de mostrar a aplicabilidade das formulagoes desenvolvidas em conjunto com

analises elasto-plastica, dinamica e de contato.

Palavras-chave: modelagem numérica; método dos elementos finitos posicional; instabili-
dade de estruturas; impacto entre pavimentos; elemento de ligacao entre barras; analise

nao-linear fisica e geométrica.






ABSTRACT

SOARES, H. B. Development of a computational tool for structural collapse
analysis by the Positional Finite Element Method. 2021. 161p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo
Carlos, 2021.

The present research deals with the development of numerical formulations that result in
a computational tool for structural collapse analysis of buildings composed of thin-walled
profiles. In this context, thin-walled profiles are considered as those that can be modelled by
shell elements. Thereby, these numerical analyses utilize the positional version of the Finite
Element Method (FEM) and the Total Lagrangian equilibrium description. Additionally,
this research’s computational tool incorporates several developments in order to better
simulate the collapse. Besides, the arc-length strategy (Newton-Raphson + arc constraint
equation) solves the resulting algebraic system from the non-linear FEM formulation in
static applications. Also, there is the development of a perturbation force insertion strategy,
in which the formulation becomes capable of bypassing the bifurcation point and choosing
an equilibrium trajectory after this point. The criterion that defines the perturbation
force’s magnitude and in which load step it is applied is based on a stability analysis, which
is a result from a generalized eigenvalue problem. In the case of the dynamic problem,
the Newton-Raphson method solves the nonlinear system. In addition, the generalized-a
method performs the temporal integration, in which it is possible to obtain a precise
control of the numerical dissipation of high frequencies, and, consequently, a better control
of the stability of the method. Moreover, in the building modelling context, the present
research proposes an original strategy to connections between beam-column or beam-slab
structural elements whose discretizations are non-conforming. To perform such task, there
is the embedding of the endpoints of each structural element in an auxiliary solid finite
element that fills the connection space. As for the material modeling, the present research
applies the Saint-Venant-Kirchhoff constitutive law and the von Mises criterion with
linear hardening for the plasticity. For the collapse analysis, the contact/impact modelling
between floors is also an important topic covered by this research. In this scenario, the
node-to-surface contact strategy is implemented and validated. Finally, the development
of some structural applications presents the applicability of the developed formulations

considering elasto-plasticity, dynamic and contact analyses.

Keywords: numerical modeling; positional finite element method; structural instability;
impact between floors; connecting element between bars; physical and geometric nonlinear

analysis.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A capacidade de dimensionar e executar estruturas civis é fundamental para a
sociedade tecnolégica atual. Como exemplos, destacam-se a transposicao de obstaculos
por meio de pontes e a otimizagao do uso do espaco fisico em edificios residenciais e
industriais cada vez mais altos. Nesse contexto, a garantia da nao ocorréncia de ruina é
fundamental para a seguranca dessas estruturas. Além disso, o dimensionamento dessas
estruturas deve levar em consideracao o adequado cumprimento de sua finalidade. Por
outro lado, a otimizacao do uso dos materiais envolvidos objetiva a economia dos recursos
empregados em tais construgoes. Nesse cenario, a busca pelo menor custo de produgao,
aliada a seguranca dos elementos estruturais, requer uma analise que englobe diversos
fenémenos que sao usualmente desconsiderados ou sao tratados de forma simplificada no
projeto de estruturas civis usuais. Entre esses fenomenos, podem ser citados os seguintes:

analise dinamica, analise nao-linear geométrica, consideragao de imperfei¢oes etc.

Dentre os materiais empregados na engenharia de estruturas, destaca-se o aco, liga
metalica constituida essencialmente de ferro e baixo teor de carbono. Por se tratar de um
material ductil, as falhas estruturais decorrentes de tensoes excessivas nao ocorrem de
maneira abrupta, o que permite a identificacdo e prevencao de eventuais colapsos. Além
disso, devido a elevada resisténcia estrutural do aco e a sua flexibilidade no processo de
fabricacao, seu emprego é realizado basicamente na forma de perfis, sejam estes laminados,
soldados ou formados a frio. Contudo, esse tipo de estrutura possui elevada esbeltez, de
modo que os fendomenos de perda de estabilidade se tornam relevantes na analise do seu

comportamento mecanico.

A perda de estabilidade de uma estrutura pode ocorrer de duas formas. A primeira
diz respeito a instabilidade por bifurcacao do equilibrio, que em pequenos deslocamentos
¢ mais conhecida como flambagem. Esse tipo de instabilidade consiste da existéncia de
mais de uma trajetéria de equilibrio partindo de um mesmo ponto, denominado ponto
de bifurcagao. Nessa situagao, a estrutura perde rigidez por conta de efeitos geométricos,

podendo sofrer grandes deslocamentos de forma abrupta na busca por uma trajetoria
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pos-critica estavel. A segunda forma é denominada instabilidade por ponto limite, presente
nas trajetorias de equilibrio que possuem trechos estaveis e instaveis, sem presenca de
bifurcagao. Essa perda de estabilidade é caracterizada pela ocorréncia de ‘salto’ (ou snap)
apos se ultrapassar o ponto limite quando da realizagao de um processo incremental de

forca ou deslocamento.

Nesse contexto, a correta previsao e identificagdo dos pontos criticos de instabili-
dade é efetuada apenas por meio de analise nao-linear geométrica acoplada a analise de
estabilidade. Na analise nao-linear geométrica, as equagoes de compatibilidade sao escritas
em funcao das configuragoes atual e de referéncia da estrutura. Caso a configuragao de
referéncia seja fixa e correspondente a configuracao inicial, a descricao é dita Lagrangiana
Total. Caso a referéncia seja constantemente atualizada para uma determinada configu-
ragdo conhecida, a descricao é dita Lagrangiana Atualizada. De todo modo, a andlise
que envolve uma descri¢ao nao-linear geometricamente precisa admite naturalmente a

ocorréncia dos tipos de instabilidade outrora mencionados.

Outro fator relevante na analise mecanica das estruturas diz respeito a degradacao
do material. Especificamente com relagao ao ago, por ser um material ductil, é interessante
que seja considerada a influéncia do regime plastico em seu comportamento estrutural. O
fendmeno da plasticidade é originado a partir do rearranjo cristalino da microestrutura do
material quando o mesmo esta submetido a tensoes acima do limite de escoamento. Os
efeitos na macroescala correspondem a presenca de deformacoes residuais e alteragao do
limite de escoamento quando da ocorréncia de encruamento. O encruamento, por sua vez,
é relacionado a rigidez presente durante o trecho de escoamento, permitindo acréscimos de

deformagao elastica no regime plastico.

Quando se inicia o processo de colapso de uma estrutura, apos o esgotamento da
capacidade resistente de um ou mais elementos estruturais, a descricao estatica de seu
comportamento deixa de ser representativa. Nessa situacao, o modelamento se torna mais
fidedigno com o emprego da dindmica das estruturas. Assim, os efeitos inerciais decorrentes
da movimentagao da estrutura sao devidamente considerados, permitindo uma anélise

mais coerente com o fendémeno real.

Um fenomeno também inerente ao processo de colapso diz respeito ao impacto entre
os elementos estruturais. A situagdo mais notavel remete ao impacto entre os panos de laje
que definem os pavimentos da edificacio, sendo este um exemplo de colapso progressivo.
Portanto, a consideragdo do contato/impacto é imprescindivel numa andlise de colapso,
especialmente colapso progressivo, tendo em vista a relevancia deste fendmeno nesse

contexto.

Em suma, o tratamento ideal para a andlise de colapso de estruturas envolve a
inclusdo dos diversos fendmenos supracitados, que podem ser fortemente nao-lineares,

inviabilizando a abordagem analitica. Dessa forma, langa-se mao de métodos numéricos
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para a resolucao desses problemas. Entre os métodos numéricos existentes, destaca-se o
Método dos Elementos Finitos (MEF), que se baseia no relaxamento sobre as condigoes
exigidas para a solugao, possibilitando a determinacao de uma sistematica geral para a

obtencao de solugoes aproximadas.

Nesta pesquisa é empregada a formulagao posicional do MEF, que admite como
graus de liberdade basicos as posi¢oes e os vetores generalizados nodais ao invés de
deslocamentos e giros, como no MEF tradicional. A abordagem nao-linear geométrica é
introduzida por meio da descricao Lagrangiana Total do equilibrio. Para a discretizacao
dos elementos estruturais de parede fina, é utilizado elemento finito de casca. Eventuais
mecanismos de contraventamento sdo introduzidos por meio de elemento finito de barra

simples.

A conexao entre os elementos estruturais viga-pilar ou viga-laje, considerando que
esses componentes estao discretizados em elemento de casca, ¢ um desafio abordado na
presente pesquisa. A abordagem tradicional seria a discretizacao dos elementos reais de
ligacdo, exigindo uma malha de elementos finitos altamente refinada nessa regiao, o que
geraria um alto custo computacional. Na presente pesquisa, essa conexao entre elementos
estruturais é realizada por meio de um elemento finito de sélido tridimensional, de forma
que nao se necessite compatibilizar as discretizagoes na regiao de ligagao. Essa metodologia
¢ uma idealizacao do mecanismo de transmissao de esforgcos da conexao, sendo ttil para a
determinacao do comportamento global da estrutura, e com um menor custo computacional
quando comparado com a abordagem tradicional. Para estudos em que o objetivo principal
seja analisar o comportamento da conexao, sua discretizacao deve ser realizada de forma a

se capturar os fenomenos de interesse ao referido tipo de andlise.

Diante das questoes apresentadas, fundamentais para uma andlise mecanica com-
pleta dos sistemas estruturais que esta pesquisa abrange, os objetivos deste trabalho sao

apresentados na préoxima secao.

1.1 Objetivos

O objetivo principal desta tese é o desenvolvimento de formulagdo numérica para
a analise avangada de colapso de estruturas com base no Método dos Elementos Finitos

Posicional. Para cumprir o objetivo principal, elencam-se os seguintes objetivos especificos:

o Implementar formulacao de plasticidade tridimensional em c6édigo computacional

baseado em formula¢ao nao-linear geométrica e elemento finito de casca.

o Aprimorar a rotina de solu¢do nao-linear estatica incorporando a estratégia de
comprimento de arco na solugao e busca pelas trajetorias de equilibrio em bifurcagoes

através de algoritmo de autovalor/autovetor.
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o Implementar algoritmo de integracao temporal para analises dindmicas.

» Desenvolver estratégia original de conexao solido-casca para realizar a juncao de

elementos estruturais geometricamente nao conformes.

o Implementar estratégia de contato entre pavimentos para a simulacao adequada do

colapso progressivo de estruturas.

o Realizar validac¢oes com resultados da literatura e estudos de caso para exploracao

do ferramental desenvolvido.

1.2 Justificativa

A partir das questoes apresentadas até aqui, ressalta-se a importancia de se ter
uma ferramenta computacional robusta para analise de colapso estrutural. Aliado a
isso, a possibilidade de interagao com a comunidade, por meio da disponibilizacao do
software desenvolvido, e a estruturagao do codigo base para que futuras pesquisas deem

prosseguimento, constituem justificativas plausiveis para a execugao dessa pesquisa.

Quanto ao aspecto de originalidade, destaca-se a proposta inovadora de modelagem
da conexao entre elementos estruturais. A dificuldade de se modelar essas conexdes com a
utilizacao de elementos finitos de casca é um grande desafio, principalmente para problemas
que desenvolvem grandes deslocamentos (KWASNIEWSKI, 2010). Essa dificuldade se da
devido a incompatibilidade geométrica e/ou de discretizagao dos perfis que chegam na
conexao. Assim, a presente proposta visa resolver este problema com o desenvolvimento
de uma estratégia que permite reducao do custo computacional, sendo estruturalmente

coerente e de facil utilizacao.

Por fim, pode-se mencionar a inclusao de diversos temas relevantes na analise do
comportamento mecanico de uma estrutura. A analise precisa, envolvendo os mais diversos
fendmenos fisicos que podem estar presentes numa situacao de colapso, permite a obtencao

de conclusoes mais gerais sobre o comportamento mecanico das estruturas.

1.3 Metodologia

O sequenciamento das atividades realizadas segue a presente metodologia. Inicial-
mente, a linguagem computacional C++ é escolhida para as implementacoes, sendo os
codigos ja existentes escritos em FORTRAN, desenvolvidos em Soares (2019), traduzidos
para a nova linguagem. Dessa forma, obtém-se um cédigo base inicial, orientado a obje-
tos, que permite a realizacao de analises de estabilidade em estruturas discretizadas em

elementos finitos de casca.
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A formulagao base do elemento finito de casca utilizado é encontrada em Coda
e Paccola (2008), e possui como parametros nodais posigoes, vetores generalizados! e
taxa de deformacao linear na espessura. Os elementos finitos de barra simples e de solido
tridimensional empregados admitem como parametros nodais as posigoes e a descricao

completa de suas formulagoes pode ser encontrada em Coda (2018).

As implementacgoes referentes a elasto-plasticidade sdo baseadas em formulagoes ja
consolidadas da literatura, como as apresentadas em Simo e Hughes (1998) e Souza Neto,
Peri¢ e Owen (2008). Essas implementagoes sao utilizadas em conjunto com a formulagao
nao-linear geométrica dos elementos finitos, permitindo aproveitar-se do procedimento

iterativo de busca de solucao ja existente.

Quanto ao procedimento iterativo, é empregada a estratégia do comprimento de
arco, que consiste no método de Newton-Raphson acrescido de uma equagao adicional de
restrigao (arco), para a resolu¢ao de problemas estaticos. Essa estratégia é utilizada tendo
em vista sua eficiéncia para tratar de problemas que apresentam trajetorias de equilibrio
com trechos instaveis (WEMPNER, 1971; RIKS, 1972; CRISFIELD, 1981).

Quanto ao problema dindmico, é empregado o método a-generalizado (CHUNG;
HULBERT, 1993), no qual a escolha de pardmetros adequada o torna mais estével que o
integrador de Newmark. Além disso, este método possui a vantagem de permitir dissipagao
numérica controlada. Com uma escolha especifica de parametros, o método a-generalizado

é capaz de reproduzir o método de Newmark, caso seja de interesse seu uso.

No aspecto da modelagem estrutural, desenvolve-se uma estratégia original de
acoplamento casca-solido. A estratégia ¢é inspirada nos trabalhos anteriores do presente
grupo de pesquisa referentes a imersao de fibras em meios sélidos. Um dos primeiros

trabalhos do grupo a tratar deste tema é o de Vanalli, Paccola e Coda (2008).

Tendo em vista a complexidade das andlises realizadas e o custo computacional
demandado, o codigo computacional foi paralelizado por meio de diretivas OpenMP
(DAGUM; MENON, 1998). Assim, consegue-se usufruir dos processadores de forma mais

eficiente, tendo em vista a caracteristica multithread? dos mesmos.

Por fim, sdo realizados exemplos numéricos para validacao das implementagcoes,
cujas solugoes sdo comparadas com resultados da literatura e/ou softwares comerciais.
Exemplos de aplicacao também sao realizados, nos quais sao exploradas as potencialidades

da formulagao desenvolvida.

Vetores generalizados nesse contexto sdo vetores unitarios e ortogonais a superficie média da casca na
configuracao inicial, ndo se mantendo necessariamente unitarios e ortogonais a superficie média na
configuracdo atual. Mais detalhes sdo encontrados em Coda e Paccola (2008).

Caracteristica multithread indica, grosso modo, capacidade de executar diversos processos (tarefas) ao
mesmo tempo, em paralelo.
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1.4 Colapso estrutural

Diversos trabalhos na literatura estao preocupados com a andalise do colapso
estrutural, em especial o colapso progressivo. Conforme Ellingwood (2006), o colapso
progressivo de uma estrutura inicia-se com um evento adverso causador de uma falha
local tal que o sistema estrutural é incapaz de absorver. Como consequéncia, ocorre a
propagacao dos danos a toda a estrutura de modo que ha um estado de danificacao
desproporcional ao agente causador. Nesse contexto, Ellingwood (2006) propoe estratégias

para dimensionamento estrutural focado na mitigacao da ocorréncia do colapso progressivo.

A busca pelo dimensionamento de estruturas menos propensas a falhas catastréficas
por colapso progressivo se tornou mais aprofundada apés o colapso parcial em 1968 do
edificio Ronan Point, em Londres. De acordo com Pearson e Delatte (2005), uma pequena
explosdao na cozinha do 182 andar do edificio em concreto armado de 22 pavimentos
promoveu a queda de uma laje sobre todas as lajes abaixo dela, conforme Figura 1. Apos
este evento, diversas normativas passaram a incluir etapas de calculo visando a mitigacao

de fenomenos similares.

Figura 1 — Edificio Ronan Point apés o colapso.
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Fonte: Pearson e Delatte (2005)

Além desse incidente, é relevante destacar o ataque terrorista ao World Trade

Center, em 2001. Bazant e Verdure (2007) apontam que nunca antes havia ocorrido o
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colapso de um arranha-céu devido a situacao de incéndio. Os autores ainda pontuam que
apesar do grave dano causado pelo impacto da aeronave, ele foi localizado. Destaca-se
ainda que mesmo o incéndio subsequente provavelmente nao levaria a estrutura ao colapso
total. No entanto, a combinacao de uma sucessao de diversos efeitos culminaram na perda
de estabilidade dos pilares nos andares atingidos, levando a uma queda da parte superior
da torre em uma altura de pelo menos um pavimento. Essa queda desencadeou o colapso
progressivo da estrutura, dado que a energia cinética associada a esta queda era 10 vezes
maior que a energia que poderia ser absorvida pela plastificacdo dos elementos inferiores
(BAZANT; ZHOU, 2002b; BAZANT; ZHOU, 2002a).

Dentre os eventos que podem desencadear um colapso progressivo hd o incén-
dio. Nesse contexto, diversos trabalhos estudaram o comportamento estrutural diante
desse fenomeno (QUIEL; MARJANISHVILI, 2012; SUN; HUANG; BURGESS, 2012;
AGARWAL; VARMA, 2014), os quais discutiram estratégias a se adotar para prevenir
o colapso progressivo nessas condi¢oes. Além disso, agoes excepcionais como explosoes
também pode desencadear colapsos desproporcionais, o que foi estudado por Elsanadedy
et al. (2014). Assim, a partir do estudo do comportamento estrutural de um edificio
em estrutura metalica, foi concluido que uma carga explosiva de 500 kg, que pode ser
carregada por um veiculo pequeno, seria suficiente para causar a ruina do edificio em
estudo. A partir dessa conclusdo, a¢oes mitigantes foram sugeridas pelos autores. Ainda
no contexto de colapsos desproporcionais por carregamentos externos, Alemdar e Alemdar
(2021) apresentam o estudo de caso de um colapso estrutural de uma estrutura metélica
apos a solicitacao por carga de neve comum a regiao da estrutura. Dessa forma, os autores
detectaram que erros no dimensionamento da estrutura, assim como erros de execugao
e capacidade resistente inadequada dos elementos estruturais foram os motivos para os

quais houve o colapso estrutural, e nao a neve em si.

Adicionalmente, Khandelwal et al. (2008) desenvolveu macromodelos para investigar
o colapso progressivo de edificagoes em aco projetadas para resistir a elevados abalos
sismicos, chegando a conclusao de que estruturas assim projetadas sdo mais resistentes ao
colapso progressivo que sistemas projetados para risco sismico moderado. Kwasniewski
(2010) apresentou um estudo de caso, no qual foi simulada, via anélise dindmica nao-linear
em elementos finitos, uma edificacdo em aco de 8 pavimentos. Nesse estudo, uma das
situagoes avaliadas como cruciais pelos autores se refere ao modelamento das conexdes
viga-pilar, os quais identificaram a necessidade de elevada discretizacdo nessa regiao e

correta definicao dos critérios de falha para os elementos de conexao.

Gerasimidis e Sideri (2016) apontaram a importancia do desenvolvimento de técnicas
mais completas para a analise de colapso progressivo, uma vez que as técnicas normativas
baseadas na retirada seletiva de pilares de sustentagao nao foram tao eficientes quando

comparadas com andlises mais completas. Nesse sentido, Diab et al. (2021) apresentam uma
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proposta de analise do colapso progressivo considerando o acoplamento entre analises nao-
lineares geométricas com a teoria da andlise plastica. Com relagdo a abordagem energética,
Szyniszewski e Krauthammer (2012) conduziram uma andlise de colapso progressivo, na
qual verificaram a conversao da energia cinética em energia de deformacdo de membros
da estrutura, observando pontos limites onde o colapso poderia avangar ou parar. Ja no
contexto da andlise nao linear geométrica, Li e El-Tawil (2014) chegaram a conclusoes
diferentes das prescri¢bes normativas, quando realizaram analises nao-linear geométricas
tridimensionais de estruturas submetidas a abalos sismicos. Diversos outros trabalhos
preocupados com a prevenc¢ao e com o comportamento de estruturas em situacao de
colapso podem ser citados (BASAGLIA; CAMOTIM; SILVESTRE, 2013; CAMOTIM;
BASAGLIA, 2014; LI et al., 2017; LI et al., 2018; FRATAMICO et al., 2018; PANTIDIS;
GERASIMIDIS, 2018).

Varios dos trabalhos ja citados se preocupam com situacoes de colapso proveniente
de abalos sismicos, avaliando principalmente o comportamento da estrutura a partir
da retirada de pilares. Em contraponto, Behnam, Shojaei e Ronagh (2019) avaliaram a
possibilidade de colapso quando da remocao de vigas. Segundo o estudo, o impacto dessas
vigas no pavimento inferior promove grandes solicitagoes, chegando ao colapso em todos
0s cendrios numericamente avaliados. E relevante mencionar também o estudo do colapso

advindo da queda sucessiva entre lajes efetuado por Vlassis et al. (2009).

Quanto aos trabalhos mais recentes sobre colapso progressivo, pode-se citar (LUO
et al., 2019; HESHMATT; AGHAKOUCHAK, 2020; KONG et al., 2020; MARAGHEH:;
JALALI; HEZAVEH, 2020; SALMASI et al., 2020; WANG; YANG; PAN, 2020). Todos
esses trabalhos recorrem a ensaios experimentais ou a métodos numéricos de andlise
estrutural, geralmente por meio de softwares comerciais. Portanto, a presente pesquisa visa
gerar uma ferramenta computacional para analise de estruturas em situacao de colapso,
permitindo que andlises mais detalhadas de casos relevantes sejam realizadas, sem as

limitagoes impostas pelas metodologias contidas nos pacotes comerciais.

No contexto dos desenvolvimentos numéricos desta pesquisa, pode-se citar os traba-
lhos referentes ao desenvolvimento da formulacao do MEF Posicional para andlise de cascas
e placas em regime nao-linear geométrico (CODA; PACCOLA, 2007; CODA; PACCOLA;
SAMPAIO, 2013; NOGUEIRA; PACCOLA; CODA, 2018; CODA; PACCOLA; CAR-
RAZEDO, 2017; PACCOLA; SAMPAIO; CODA, 2016). Com relagao a abordagens que
incluem nao-linearidade fisica, como a plasticidade de materiais ortotrépicos e laminados,
exitem diversos trabalhos ja desenvolvidos pelo grupo de pesquisa (CODA; PACCOLA,
2014; CODA; SAMPAIO; PACCOLA, 2015; PACCOLA; PIEDADE NETO; CODA, 2015;
PASCON; CODA, 2015). Os problemas envolvendo anéalise dindmica no contexto da
nao-linearidade geométrica também foram abordados em trabalhos anteriores do grupo
(CODA; PACCOLA, 2009, 2011, 2014; SANCHES; CODA, 2017).
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A estratégia de conexao entre os elementos estruturais proposta nesta pesquisa
tem como base os trabalhos referentes a imersao de fibras ou particulas em meios sélidos.
Essa estratégia foi desenvolvida no grupo de pesquisa inicialmente por Vanalli, Paccola e
Coda (2008) e aplicada posteriormente em diversos outros trabalhos do grupo (SAMPAIO;
PACCOLA; CODA, 2013, 2015; PACCOLA; SAMPAIO; CODA, 2015; PACCOLA; PIE-
DADE NETO; CODA, 2015; PACCOLA; CODA, 2016). O caréter inovador da presente
pesquisa diz respeito aos tipos de elementos finitos utilizados, exigindo uma analise mais
minuciosa para acoplar os graus de liberdade referentes a cinemética do elemento finito de

casca.
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CAPITULO 2

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA ANA-
LISE ELASTICA NAO-LINEAR

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos da mecanica do continuo ne-
cessarios para contextualizar o problema a ser resolvido. Num primeiro instante sao
definidas as relagoes que descrevem a mudanca de configuracao de um sélido considerando
deslocamentos finitos. Para a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos, é determi-
nada a equacao integral correspondente a forma fraca do equilibrio. A forma fraca é
obtida a partir da equacao de equilibrio local lagrangiana, que permite incorporar de
forma natural a nao-linearidade geométrica ao problema. Para completar a caracterizacao
do problema, a representacao do material é realizada por meio da lei constitutiva de
Saint-Venant-Kirchhoff.

Apos a defini¢ao do problema, apresentam-se os métodos de solucao para integracao
temporal e para a resolucao do sistema nao-linear resultante. Por fim, discute-se acerca da
estabilidade do equilibrio, apresentando-se critérios para a determinacao de pontos criticos

em trajetorias de equilibrio.

2.1 Mudancga de configuracao

A mudanca de configuracao de um sélido tridimensional pode ser descrita por meio
de uma funcao ¢ : Qy C R® — R3, ver Figura 2, que fornece as coordenadas y € €2 de um
ponto material do solido na configuracao atual {2 em fun¢ao das coordenadas x € 2y do
ponto em um dominio de referéncia €2y, geralmente a configuracao inicial no caso de uma
descricao Lagrangiana Total. A partir de caracteristicas intrinsecas ao problema mecanico,

pode-se afirmar que a fungao ¢ é bijetora e, portanto, admite inversa.

Admitindo-se que ¢ é diferencidvel em €2, pode-se definir o gradiente de ¢, denotado

por A, expresso como:

RS
A= (2.1)
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Figura 2 — Mudanca de configuragao de um soélido

Fonte: Autor.

De acordo com o Teorema da Decomposigao Polar (OGDEN, 1984), existem dois

lnicos tensores positivos-definidos U e V e um tensor ortogonal R tais que:
A =RU=VR (2.2)

sendo U e V denominados como alongamento a direita e alongamento a esquerda, respec-

tivamente, e RTR = I, sendo I o tensor identidade de segunda ordem.

O tensor R representa a parcela de rotacao de corpo rigido presente na mudanca de
configuracao, enquanto que os tensores U e V descrevem a deformacao pura que ocorre no

solido, sendo estes tltimos tteis para a determinacao de medidas objetivas de deformagao.

Nesse sentido, define-se a medida de deformacao de Green-Lagrange, expressa

COoImo:

—_

E=_(C-T) (2.3)

T2

em que C é o tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green, fornecido como:
C=A"A = (RU)'RU = U'R'RU = U"'U = U? (2.4)

Da Equacao (2.4), nota-se que o tensor C depende apenas do tensor de deformagoes
puras U. Portanto, a medida de deformacao de Green-Lagrange [E, que depende apenas de
C, constitui uma medida objetiva de deformacgao. Observa-se ainda que na configuracao

inicial C =1 e, portanto, E = 0.
2.2 Equilibrio Lagrangiano

A equacao de equilibrio local realizada sobre a configuracao de referéncia, ou

equagao de equilibrio lagrangiana, é expressa como (OGDEN, 1984):
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Vi -PT +by=py¥ (2.5)

em que V, é um vetor que contém os operadores de derivada parcial com relacao ao
sistema de coordenadas de referéncia, P é o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de
primeira espécie (nao-simétrico), by é a forga de volume na configuracao inicial, py é a

massa especifica do material na configuragao inicial e ¥ é a aceleragao.

Para se obter a forma fraca do equilibrio, necessaria para a aplicacao do Método
dos Elementos Finitos, pode-se aplicar o Método de Residuos Ponderados sobre a Equacao

(2.5) e integragao por partes, resultando em:

Qo Lo Qo Qo

na qual 2y é o dominio do sélido na configuragao inicial, I'y é o contorno do sélido na

configuracao inicial, pg é o vetor de forcas de superficie sobre a configuracao inicial.

Da Equagao (2.6) conclui-se que P é conjugado energético de A. Manipulando a
ultima integral da Equacao (2.6), pode-se demonstrar que o tensor de deformagoes de
Green E é conjugado energético do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

S. Dessa forma, a expressao (2.6) pode ser entao reescrita como:

/poy-aydfzo—/po-5ydr0—/b0-5yd90+/s:5Ed90=o (2.7)
Qo To Qo Qo

sendo S = A~'PT um tensor simétrico.

A mesma expressao pode ser obtida a partir do principio da conservacao da energia
mecanica. O principio afirma que, na auséncia de forgas nao-conservativas, a energia
mecanica de um sistema é conservada, isto €, assume um valor constante no tempo.
Considera-se a energia mecanica Il composta pelas parcelas de energia cinética K, energia
potencial das forcas externas P e energia de deformacao U. Sendo Il constante, a condigao

de equilibrio é expressa como:

STL = 0K + 6P + 6U = 0 (2.8)
sendo
5K = / 00§ - 8y (2.9a)
Qo
5P = — /p0 Sy dly — /bo Sy d (2.9b)
To Qo

U = / S : 6 d (2.9¢)
Qo



34 2. Meétodo dos Elementos Finitos para andlise eldstica nao-linear

Quando ha forcas nao-conservativas no sistema, como as que dependem da configu-
racdo da estrutura (forca seguidora), as que dependem da velocidade ou as que variam
no tempo, o principio de conservagao da energia mecanica nao ¢ mais aplicavel a esse
sistema (TAYLOR, 2005). No entanto, as contribuigoes relativas a essas forgas podem ser
adicionadas diretamente & Equacao (2.8), mesmo que nao existam as expressoes para a

energia potencial.

2.3 Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff

A lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff constitui uma relagao linear entre o
tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e o tensor de deformacoes de

Green. Nesse sentido, a energia especifica de deformacao é expressa como:

u(E) = ;E € E (2.10)

sendo € o tensor constitutivo elastico, expresso como:

14

€=2G |3+ 5 Il (2.11)

— 2v
na qual J é o tensor identidade de quarta ordem, GG é o médulo de elasticidade transversal,

v o coeficiente de Poisson e ® denota produto tensorial.

Da propriedade de conjugado energético, a derivada da energia especifica de defor-
magcao com relacao ao tensor de deformacoes de Green fornece o tensor de Piola-Kirchhoff

de segunda espécie:

0

S:aiE

1 1
(QE:C:E):2(3:€:E+E:€:3):€:E (2.12)

Substituindo a expressao (2.11) do tensor constitutivo em (2.12), obtém-se:

S =20 [E 4 tr(E)I (2.13)

v
1—2v
na qual o operador tr(e) denota o trago de um tensor.
2.4 Equacoes de equilibrio

Retoma-se a equagao de equilibrio global apresentada na expressao (2.7). Denotando
por Y o vetor de parametros nodais, as variagoes presentes na equacao podem ser escritas

em funcao do vetor de variagoes Y como:



2.4. FEquacgoes de equilibrio 35

y

OE
5= 02 oY (2.14D)

Assim, substituindo as expressoes (2.14) na equagdo de equilibrio (2.7) e con-
siderando a arbitrariedade do vetor 0, obtém-se o seguinte sistema de equacdes de

equilibrio:

As derivadas presentes na expressao (2.15) sdo obtidas a partir da cinematica de

cada elemento finito, conforme apresentado no Capitulo 3.

A primeira parcela da expressdo (2.15) corresponde & forca de inércia " a
segunda parcela corresponde a forca interna f* e as duas tltimas parcelas correspondem
a forca externa ¢!, Adicionalmente, uma parcela dissipativa decorrente do amortecimento
de Rayleigh pode ser considerada, gerando uma forca de amortecimento £¥™°"*, Dessa

forma, o sistema de equagoes de equilibrio é reescrito como:
finer + famort + fint o fext =0 (216)
em que:

famort _ / cpoy - 240, (2.17)
Q

sendo ¢ o coeficiente de amortecimento de Rayleigh (proporcional & massa) e y é a

velocidade de um ponto material.

Com a finalidade de se garantir matriz de massa constante, estabelece-se a hipotese
de que a posi¢do y é funcao linear dos parametros nodais Y. Dessa forma, a velocidade y
e a aceleracio ¥ resultam funcoes lineares de Y e de Y, respectivamente. Nesse contexto,

pode-se escrever:

. Oy
By .
-1 (2.18h)

A partir das Equacgoes (2.15) e (2.18), o sistema de equagoes de equilibrio pode ser

reescrito como:

MY + DY + () — 1Y, 1) = 0 (2.19)
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em que t é a variavel tempo, M é a matriz de massa e D = cM é a matriz de amortecimento.
Com base nas hipoteses adotadas, a matriz de massa, expressa em notacao indicial, resulta

em:

ayk Oy
6T 6T

Qo (2.20)

Na Equacao (2.19), a forca externa £¢* foi considerada também dependente dos
parametros nodais Y para englobar casos de forca nao-conservativa e contribuicao exata
de forcas de dominio para cinematicas definidas a partir de funcées de mapeamento
nao-lineares com respeito aos parametros nodais. Considera-se também que a forga externa
é composta por uma parcela s6 dependente de Y e outra s6 dependente de t, isto é,
£t (Y, t) = £771(Y) + £57%(¢). Desse modo, as derivagoes com relagdo a Y geram matrizes

que nao dependem do tempo.

Para elementos finitos de solido bi ou tridimensional, a posi¢ao y é dada pela
interpolagao dos valores nodais Y. Portanto, para estes elementos, y é funcao linear de
T (ver secao 3.2). Em algumas cineméticas especiais, como a do elemento finito de casca
descrito na secao 3.3, pode ocorrer de a posi¢do y ser func¢ao nao-linear dos pardmetros
nodais Y. Nesses casos, as Equagoes (2.18), (2.19) e (2.20) ndo sao aplicaveis. Todavia,
pode-se adotar hipdteses simplificadoras sobre a cinematica do elemento, permitindo a

aplicacao das referidas equagoes.

2.5 Integracao temporal - Método a-generalizado

Para a resolugao do sistema de equagoes da expressao (2.19), uma discretizagao
temporal deve ser adotada. Emprega-se aqui o integrador temporal baseado no método
a-generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993).

Para a aplicagdo do método, a expressao (2.19) é reescrita para o passo de tempo
s+ 1 — ay, exceto a parcela de forca inercial, que é reescrita para o passo de tempo

s+ 1 — a,,. Dessa forma, as equagoes de equilibrio resultam em:

MYS—&—l—am + DTs—i—l—af + fint<‘rs+1—af) - feact(TS+1_af’ ts—l—l—af) =0 (221)
em que:

YSH ay = (1 =) Yoy + Y, (2.22a)
s+1 ap = (1 — Oéf) s+1 + OéfT (2 22b)
5+1 ay (1 — Oéf) s+1 + OéfT (222C)
S+1 ayf (1 — O[f) s+1 + O{ft (222d)



2.5. Integragdo temporal - Método a-generalizado 37

A relagao entre as grandezas dos tempos s e s + 1 é realizada por meio das

aproximacoes do método de Newmark-£3, que sao escritas como:

. 1 .. .
Y, =Y, + YA+ [(2 - 5) ¥, 4 8%, A2 (2.23a)

Yo =T+ (1—9) YA+ Y, At (2.23b)

em que [ e v sdo os parametros do método e At o intervalo de tempo adotado entre os

passos s e s+ 1.

De modo a escrever a equacao de equilibrio em funcao apenas do vetor de parametros

nodais Y, e das demais grandezas do passo s, isola-se Y411 e Y411 das expressoes (2.23),

obtendo-se:
. "}/ ’)/ . "}/ .o
Y =— (Y - Y —|=—-1]Y,—[—=—-1)AtY 2.24
s+1 BAt ( s+1 5) (6 ) s <2B > s ( a)
Fo (*r T,) Ly L)y (2.24b)
S+1_6At2 s+1 S ﬁAt S 26 s .

No inicio da analise, t = 0, consideram-se como condig¢oes iniciais Yo e Yo. A

aceleracdo inicial Y pode ser obtida a partir da Equacio (2.21) como:
To =M [£(7o,0) — £7(Yo) — DT (2.25)

em que as condi¢oes de contorno essenciais devem ser aplicadas a matriz M e ao vetor

resultante entre colchetes de modo a se garantir aceleragao inicial nula nas vinculacoes.

Observa-se que, para a aplicacao do método, é necessaria a defini¢cao de 4 parametros:
af, ooy, B e . Os valores a serem definidos para esses parametros devem levar em
consideracao a melhora da convergéncia da solucao e o controle da dissipagao numérica.
Nota-se também que, para ay = a,, = 0, 0o método de Newmark-3 é reproduzido. Outros
métodos podem ser reproduzidos a partir de combinagoes especificas de parametros,

conforme observado por Chung e Hulbert (1993).

Com o objetivo de se conseguir um método incondicionalmente estével, precisao de
segunda ordem e combinagao 6tima de dissipacao de baixas e altas frequéncias, Chung
e Hulbert (1993) determinaram um conjunto de pardmetros a serem empregados. Para

aplicacdo em problemas lineares, o método possui precisao de segunda ordem quando:

1
— — Qy F oy (2.26)

7=

De modo a maximizar a dissipacao de altas frequéncias, o valor 6timo a ser adotado

para o parametro [ é:
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(1 = Qo + ap) (2.27)

=~ =

8=

Os outros dois pardmetros podem ser escritos em fun¢ao de um pardmetro p, € [0,1],
denominado raio espectral da zona de altas frequéncias. Este parametro ¢ uma medida da
dissipacao das altas frequéncias. Para p,, = 1 nenhuma dissipagdo numérica é introduzida,
enquanto que para p,, = 0 ocorre a chamada aniquilagdo assintética, em que as altas
frequéncias sdo aniquiladas apds um passo de tempo. Desse modo, Chung e Hulbert (1993)

mostram que os parametros o, € oy, respectivamente, se relacionam com p,, como:

2P0 — 1

Oy, = 2.28

Poo + 1 ( )
Poo

F ot (2.29)

Para problemas nao-lineares, como o estudado no presente trabalho, nao é garantida
a precisao de segunda ordem nem a estabilidade do método. Entretanto, os parametros

aqui apresentados podem constituir uma escolha 6tima para problemas bem comportados.

2.6 Solugao do sistema de equacoes nao-lineares

A solucgao exata para o vetor de parametros nodais Y nao é conhecida a priori.
Portanto, para um vetor de pardmetros nodais tentativa, a expressao (2.21) resultarda nao

nula, originando o seguinte residuo:

g(TS—i—l) = fmt(TS-i-l—Oéf) - fe$t(TS+1—af)ts+1—af)+ (2 30)
+(1- am)MTS+1 +a, MY, + (1— ozf)DTerl + afD'i‘S '
Substituindo os vetores de velocidade e aceleracao das Equagoes (2.24) na Equagao

(2.30), o residuo passa a ser escrito como:

g(Ts+1> = fmt(’rs+1—af) - fext<Ts+1—afu t8+1—af)+
(1 (2.31)

— Oém)

1 —ayf)y
WMTSH + ( f) DY, —gs

* BAL

em que g ¢ a parcela do vetor residuo dependente apenas dos pardametros do passo s e é

expressa COINo:

(1 —ay)y (I—ap)y—=Bo  (v=28)1—ay) ,
+D [mrs—l— ﬁTs—l— % Am]

(2.32)
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Para a minimizacao do residuo aplicou-se o método de Newton-Raphson. Dessa
forma, expande-se o residuo em série de Taylor:
ag Ts 1
g(Terl + AT3+1> = g(Ts+1) + 8€T” . AT5+1 + O(ATS+1) =0 (233)
s+1
em que O(AY ) sdo os termos de ordem superior e a derivada do residuo com rela¢ao ao
vetor de parametros nodais é denominada matriz hessiana ou matriz de rigidez tangente.

Desse modo, a matriz hessiana resulta em:

ag(Ts+1) _ afint(ﬁrerlfaf) . afewt(TSJrlfaf) . 8T3+1,af
8T5+1 aTs—i—l—oq aTs-‘,—l—af a'rs—‘,-l

(1 — ) (1 —ay)y
A Mt g D

H(Y 1) =
(2.34)

Da Equagao (2.22c), tem-se que a derivada de Y41 4, com relacio a Y, ¢ igual

a (1 —ay)I. Assim, a matriz hessiana é finalmente expressa como:

1 —am) (1—ay)y
H(Y,1)=(1—-a)H* (Y, 4 ( M D 2.35
( +1) ( Ckf) ( +1 f)+ 6At2 + ﬁAt ( )
sendo H (Y14 f) a matriz hessiana calculada para o problema estatico na configuracao

intermediaria Y1 o, € expressa como:

8fint(‘rs-i—l—oz ) 8f€xt<‘rs+l—a )
H (Y, 11 0,) = I ! 2.36
( i f> 8Ts+1*af aTS‘i’lfaf ( )

A derivada da forca interna com relacao aos parametros nodais pode ser obtida a

partir da segunda integral da Equacao (2.15), e resulta em:

int 2
o _ [oE ‘Q::aEonJr/S:a]EdQO (2.37)
Qo

ox Jox Tox Y ® 0T
0
Desprezando-se os termos de ordem superior da Equacao (2.33), a corregao da

solucao ¢é obtida a partir do seguinte sistema linear:
AY 1 = —[H(Y0)] 'g(Tota) (2.38)

O vetor de pardmetros nodais Y, é entdo atualizado pela correcao AY
fornecida pela Equacao (2.38). Esse procedimento é repetido para cada nova solugao
tentativa gerada, até que a norma da corregao AY ;1 ou do residuo g(Ys,1) se torne
suficientemente pequena, encontrando-se assim a solucao procurada. Apds cada atualizagao
de Y1, atualiza-se também o vetor de velocidades Ys+1 e o de aceleragoes Ys+1 por

meio das Equagcoes (2.24).
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Para a resolugao de problemas estaticos, basta desprezar as parcelas de forcas de
inércia e de amortecimento e adotar ay = 0. Adicionalmente, considera-se que a forca

externa é controlada por um fator \, de modo que o residuo possa ser escrito como:
g(Terl) = fmt(TSJrl) - )‘fext(Terl) (2'39)

Assim, para o caso estatico a matriz hessiana é fornecida como:

9g(Ys11) _ of"™ (Y1) o )\afext<rs+1)
8T5+1 aX.erl 8‘rerl

H(T,.) = HY(T,00) = (2.40)

As corregoes sao também obtidas via Equacao (2.38). Cada passo do problema
estatico pode ser realizado com incrementos em A (controle de forga) ou em Y (controle
de posigao). Desse modo, o conjunto das solugoes obtidas geram a chamada trajetoria
de equilibrio. Para trajetorias com um determinado grau de complexidade, essa andlise
incremental falha. Visando contornar esse cenario, no Capitulo 4 é apresentada uma

estratégia mais geral para a obtencao dessas trajetorias.

2.7 Estabilidade do equilibrio estatico

Em termos energéticos, a estabilidade de uma estrutura pode ser determinada a
partir de variagoes do funcional de energia potencial total. A nulidade da primeira variacao
do funcional de energia potencial fornece a condigao de equilibrio estatico e corresponde ao
enunciado do principio da energia potencial total estacionaria. A segunda variagdo fornece
condigoes suficientes para classificar o equilibrio como estavel ou instavel. Para casos em
que a verificagdo da segunda variacao nao ¢é suficiente, a determinacao de variagoes de

ordem superior é necessaria.

De modo a organizar esses conceitos, define-se a energia potencial total U como
a soma da energia potencial das forcas externas (conservativas) P com a energia de
deformacao U (ou energia potencial eldstica), isto é, U = P + U. Expande-se inicialmente

o funcional U em série de Taylor:

19U(TN) 19°U(Y.\)
11 o7, 21 0Y,07,

1
=U(YX\) +5U(Y\) + 5(SQU(I,A) + -

U(Y + 6T\ =U(Y,\) + oY + OT;00 5+ -

(2.41)

A primeira variacao dU e a segunda variacido §2U sdo expressas respectivamente

COImao:

ou ou
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0y OPU 02U .

em que H é a matriz hessiana determinada para o problema estatico, que, retomando as
Equagoes (2.40) e (2.37), resulta em:

QE 8fext
H- / d90+/s o T 1%~ Ao (2.44)

Uma condigao suficiente para que o equilibrio seja estavel é o descrito pelo teorema
de Lagrange-Dirichlet. O teorema afirma que, assumindo a energia potencial do sistema
como sendo continua, o equilibrio de um sistema que contém apenas forgas conservativas
e dissipativas ¢ estavel se a energia potencial possui um minimo local, ou seja, se possui
segunda variacao positiva (BAZANT; CEDOLIN, 2010).

A partir do teorema de Lagrange-Dirichlet, conclui-se que uma condicao suficiente

para um sistema ser estavel é:
SYTHOY >0 V 0¥ #0 (2.45)

sendo H a matriz hessiana ja com as condigoes de contorno essenciais aplicadas.

Quando a Equagao (2.45) é satisfeita, a matriz H é dita positiva definida. Sendo H
uma matriz simétrica, o teorema de Lagrange-Dirichlet permite concluir que uma condicgao
suficiente para a estabilidade do equilibrio é a matriz hessiana possuir todos os autovalores

positivos.

Uma condigao suficiente para o equilibrio ser instavel é enunciado pelo primeiro
teorema de Liapunov. O teorema afirma que se a energia potencial na configuragao de
equilibrio nao é minima e se a auséncia de um minimo é causada pelos termos de segunda
ordem na expansao em série de Taylor da energia potencial, entdao o sistema ¢é instavel
(BAZANT; CEDOLIN, 2010). Em outras palavras, se 62U < 0 para algum §Y # 0, ou
equivalentemente, se a matriz H, em sendo simétrica, possui pelo menos um autovalor
negativo, o sistema é instavel. Em particular, se todos os autovalores sao negativos, a

matriz é dita negativa definida e o sistema é instavel.

Define-se como estado critico de limite de estabilidade o ponto no qual a segunda
variacdo cessa de ser positiva definida. Nessa situacdo, tem-se que 62U = 0 para algum
Y # 0 e 52U > 0 para todos os demais 6 # 0. Considerando inicialmente o caso de a
matriz H ser simétrica, o estado critico de limite de estabilidade é obtido quando a matriz
H apresentar pelo menos um autovalor nulo e todos os demais autovalores positivos, sendo
esta uma condigio necesséria e suficiente (BAZANT; CEDOLIN, 2010).

Sabe-se da Algebra Linear que uma matriz simétrica possui todos os autovalores

reais e ¢ sempre diagonalizavel. Nesse caso, a diagonalizacao pode sempre ser realizada
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por meio de matrizes de transformacao ortogonais Q, isto ¢, D = Q 'HQ, em que D é a
matriz diagonalizada. A diagonal da matriz D é composta pelos autovalores da matriz
H e a matriz Q possui as seguintes propriedades de interesse: Q= = QT e det(Q) = £1.

Assim, o determinante da matriz H pode ser obtido como:
det (D) = det (Q 'HQ) = det (H) det *(Q) = det (H) = A Xo)s... Ay (2.46)

em que Ai, Ao, A3, ..., Ay s@o todos os N autovalores da matriz H.

A partir da Equagao (2.46), pode-se afirmar que o estado critico de limite de

estabilidade ocorre quando:
det (H) =0 (2.47)

Considerando agora a hipétese de H nao ser simétrica, o que geralmente ocorre
quando existem forgas nao-conservativas no sistema, a Equacao (2.47) deixa de ser condi¢ao
necessaria e suficiente para a determinac¢do do estado critico de limite de estabilidade.
Para avaliar o motivo de tal afirmacao, retoma-se a seguinte definicao de estado critico de
limite de estabilidade:

SYTHOY =0 para algum 57 #0 (2.48)

A operacao matricial do lado esquerdo da Equagao (2.48) resulta num escalar.

Assim, pode-se tomar seu transposto para gerar uma definicdo equivalente:
(YTH YY) = 5YTH" X =0 para algum 6Y #0 (2.49)

Das Equagoes (2.48) e (2.49), observa-se que tanto a matriz H quanto sua transposta
H” sdo igualmente validas para a determinacdo do estado critico. Portanto, a soma H-+H7”
e até mesmo a parte simétrica H = (H + H”)/2 permitem, sem perda de generalidade,
constituir condi¢oes equivalentes. De fato, para o caso da parte simétrica tem-se:

5Y = ; (6YTHOY + 5 HT 67) (2.50)

T
SYTESY = 67 <M>

Ao aplicar as Equacgoes (2.48) e (2.49) na Equagao (2.50), a expressao desta tltima

se anula. Portanto, a seguinte condicao de estado critico de limite de estabilidade é obtida:
SYTHSY =0 para algum 6Y #0 (2.51)

Como a matriz H é simétrica, valem as mesmas propriedades descritas anteriormente.

Nota-se ainda que se H é uma matriz simétrica, entdo H = H. Dessa forma, demonstra-se
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que uma condi¢ao mais geral para a determinacao do estado critico de limite de estabilidade

é expressa Ccomo:
det (H) =0 (2.52)

Um fato interessante de se observar é que, quando se tem uma matriz H simétrica,
o estado critico de limite de estabilidade ocorre apenas quando HéY = 0 para algum
0Y # 0. Neste caso, diz-se que a estrutura atingiu um estado de equilibrio neutro. Sendo a
matriz H nao-simétrica, além do caso HdY = 0, o estado critico de limite de estabilidade
pode ocorrer também quando se tem HY = 6f, sendo 6f # 0 um vetor ortogonal a
5Y # 0, o que acarreta em dX75f = 0. Observa-se que este ultimo caso é garantido apenas

com det (H) # 0 e néo corresponde a um estado de equilibrio neutro.

Os autovalores de H e H podem ser relacionados entre si pelos chamados limites de
Bromwich (BROMWICH, 1906). Essa relagao é formalizada pelo teorema que afirma que
todo autovalor A € C de uma matriz nao-simétrica H satisfaz as seguintes desigualdades,

denominadas limites de Bromwich:
M <Re(A) <A, e A <Im\) <A\, (2.53)

em que 5\1 e :\n sao o menor e o maior autovalor, respectivamente, da matriz simétrica
H= (H+HT")/2, e A\, e \, sd0 0 menor e o menor autovalor, respectivamente, da matriz
hermitiana antissimétrica H = (H — H”)/(2i), sendo 4 a unidade imaginaria. Tem-se
também que Re(\) e Im(\) denotam parte real e parte imaginaria, respectivamente, do

numero complexo A. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em Bazant e Cedolin
(2010).

Em resumo, uma estrutura que apresenta matriz hessiana H nao-simétrica possui
dois tipos de estados criticos: estado critico de equilibrio neutro (det (H) = 0) e estado
critico de limite de estabilidade (det (H) = 0). A partir dos limites de Bromwich, pode-se
concluir que a carga critica de equilibrio neutro nunca serda menor que a carga critica
de limite de estabilidade. Por este motivo, no presente trabalho é considerada apenas a

determinacgao desta ultima.

Os teoremas de Lagrange-Dirichlet e de Liapunov, quando enunciado em termos
do sinal da segunda variacao, sao igualmente validos para matrizes H nao-simétricas.
Entretanto, a conclusao a respeito dos autovalores é valida apenas quando se considera a
parte simétrica H. Dessa forma, a partir do teorema de Lagrange-Dirichlet conclui-se que
uma condicdo suficiente para o equilibrio ser estdvel é que a matriz H, e ndo a matriz H,
possua todos os autovalores positivos. Da mesma forma, conclui-se a partir do teorema
de Liapunov que uma condigao suficiente para o equilibrio ser instavel é que a matriz H

possua pelo menos um autovalor negativo.
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Observa-se que a matriz hessiana fornecida pela Equagao (2.44) possui trés parcelas.
Em pequenos deslocamentos, a primeira parcela corresponde a matriz de rigidez linear,
sendo denominada parcela eldstica H”. A segunda parcela é diretamente proporcional
ao nivel de tensdo atuante, sendo denominada parcela geométrica HE. A terceira parcela
¢ diretamente relacionada com o nivel de carga atuante, sendo denominada parcela
de carregamento H”, e estd presente apenas na presenca de forcas nao-conservativas
e demais forgas dependentes dos parametros nodais. Essas trés parcelas sdo expressas,

respectivamente, como:

_[OE  OE

E o e
HY = [ i€y (2.54)
Qo
O°E
G _ .
H _Q/S.aT®aTd§20 (2.55)
afezt
L _ —
H = A" (2.56)

Considera-se agora que A é o fator de carga atual e \.. é o fator de carga critico
(que leva ao estado critico de limite de estabilidade). Define-se também um pardmetro
adicional p igual a razdo entre os fatores de carga critico e atual, isto é, p = A\ /\. Assim,
o tensor de tensoes no ponto critico é estimado por uS e o fator de carga critico é pA.
Nesse contexto, a expressao (2.52), referente a determinacao do estado critico de limite de

estabilidade, pode ser reescrita como:
det [F¥ + o (H + HY)| = 0 (2.57)

sendo H?, H® e H’ as partes simétricas de H?, H® e H”, respectivamente.

A expressao (2.57) pode ser interpretada como sendo o polindémio caracteristico do

seguinte problema generalizado de autovalor:
(A7 + ™ (Y + HY) ] ox® =0 (2.58)

sendo p®) o k-ésimo autovalor e §Y ) o k-ésimo autovetor. Para um determinado autovalor
u®) a familia de solucoes nao-triviais 6 Y #£ 0 corresponde ao modo de instabilidade
associado a u®. Quando A se aproxima de A, o menor autovalor se aproxima de 1. No

limite A = A, diz-se que o estado critico de limite de estabilidade foi alcancado.

O problema generalizado de autovalor da Equagao (2.58) é resolvido neste trabalho
por meio da biblioteca numérica ARPACK (LEHOUCQ; SORENSEN; YANG, 1998). O
algoritmo numérico implementado na biblioteca ARPACK é denominado Implicit Restarted

Lanczos method (IRLM), o qual é eficiente para a busca de um pequeno nimero de
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autovalores dentro de um determinado espectro de interesse. A biblioteca foi implementada
inicialmente em linguagem FORTRAN 77 e posteriormente foi desenvolvida uma interface

para C++4, denominada ARPACK++, a qual foi utilizada para o presente trabalho.

A anadlise realizada quando as matrizes envolvidas no problema de autovalor da
Equacao (2.58) sao avaliadas sobre a configuragao inicial é denominada andlise linear de
estabilidade (ou buckling analysis, em inglés). Nesse caso, a carga critica é obtida sob a
hipdtese de variacao linear do tensor de tensoes em fun¢ao do carregamento aplicado e todos
os demais termos que dependem dos parametros nodais sdo avaliados na configuracao
inicial. Dessa forma, a carga critica obtida constitui uma estimativa, e se torna mais
préxima do seu valor real quanto mais o comportamento da estrutura se aproximar das

hipoteses adotadas.

A extensao desta andlise para o regime de grandes deslocamentos parte da conside-
racao de que uma andlise linear de estabilidade pode ser realizada sobre cada ponto de
equilibrio obtido ao longo da trajetoria, ndo apenas sobre a configuracao inicial. Assim,
quanto mais perto o ponto de equilibrio analisado esta do ponto critico, mais precisa é
a estimativa da carga critica obtida. Como no trecho de equilibrio estavel (anterior ao
ponto critico) tem-se A < A.., 0 menor autovalor p resulta sempre maior que 1. No caso
particular em que A = A.., o menor autovalor resulta igual a 1 e diz-se que a andlise
atingiu um ponto critico de instabilidade. Neste tltimo caso, o fator de carga atual se

torna o fator de carga critico exato para a discretizacdo em elementos finitos adotada.
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CAPITULO 3

CINEMATICA DOS ELEMENTOS FINITOS

Para a determinacao dos campos de deslocamentos e de deformagoes do sélido,
definem-se as expressoes para a fun¢do mudanca de configuracdo y = ¢(x). Essas expressoes
sao dependentes da cineméatica do elemento finito empregado. Definindo-se um dominio
adimensional de referéncia, as configuragoes inicial e atual podem ser mapeadas a partir
deste dominio por meio das fungoes x = ¢°(&) e y = ¢'(€), respectivamente, sendo
& o vetor de coordenadas no espago adimensional. Dessa forma, a fun¢ao mudanca de

configuragao pode ser escrita como uma composicao das fung¢oes de mapeamento:
¢=¢ (¢ (3.1)

Para a definicao de medidas de deformagao, é de interesse a obtencao do gradiente
da funcdo mudanca de configuracao. Esse gradiente pode ser obtido aplicando-se a regra

da cadeia sobre a Equacao (3.1), obtendo-se:

_0C _ Oy 98 _ \ip0
A== =AY (3.2)

em que A° = 9¢%/0¢ e At = 9¢! /OE.

A partir do gradiente da funcdo mudanca de configuracao, o tensor de deformacoes
de Green-Lagrange E, Equacao (2.3), pode ser determinado. A Equagao (3.2) é aplicdvel
diretamente a cinematicas cujo dominio adimensional de referéncia tenha a mesma dimensao
do dominio do sélido, acarretando em matrizes quadradas para os gradientes A® e A!. Dessa
forma, é possivel a obtencao da inversa de A a ser usada na Equacao (3.2). Cinematicas

que fogem a essa regra sao tratadas como casos particulares.

Na proxima secao ¢ apresentada a cinematica do elemento finito de barra simples.
Em seguida, apresentam-se as cinematicas do elemento de sélido tridimensional e do
elemento de casca. Para resolver o problema de nao-unicidade de vetores generalizados
de um mesmo né entre elementos de casca, uma estratégia de acoplamento é também
apresentada. Por fim, apresenta-se a dedugao da parcela de forca externa nao-conservativa,

mais especificamente pressao seguidora, atuando na superficie do elemento finito de casca.
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3.1 Elemento finito de barra simples

A mudanga de configuragdo do elemento finito de barra simples (ou de treliga)
é ilustrada na Figura 3, em que Ly é o comprimento do elemento na configuracao de
referéncia (inicial) e L é o seu comprimento na configuracao atual. O vetor de pardmetros
nodais Y para este elemento é composto pelas posicoes atuais y! e y? dos nés inicial e

final, respectivamente.

Figura 3 — Mudanga de configuragao do elemento finito de treliga

¢
I, , 7 X
x2,Y2
1
’ 1 L
T1,Y1
x3,Y3 2

Fonte: Autor.

Devido a auséncia de rigidez a deslocamentos transversais, a descrigdo unidimensi-
onal da cinematica deste elemento é suficiente. Assim, a deformagao de Green-Lagrange
pode ser definida como uma grandeza escalar em funcao dos comprimentos Ly e L a partir

da seguinte expressao:

E = ; (ﬁ; _ 1) (3.3)

Considerando a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, a energia especifica de

deformagao unidimensional é dada por:

1
u = 5EIE‘P (3.4)

sendo F o médulo de elasticidade longitudinal.

A energia de deformacao do elemento é obtida a partir da integragdo da Equacao
(3.4) sobre o volume inicial do elemento, em acordo com a descrigao Lagrangiana Total,

resultando em:

1 |
U= /udVo - /§EE2dVO — SEE? 4oLy = usLo (3.5)
Vo Vo

em que Ay é a area da secdo transversal do elemento, assumida constante.

O vetor de forcas internas é obtido a partir da derivacao da energia interna com
relacdo as posicoes nodais. Assim, a forca interna na direcdo 7 de um né « é expressa

COImo:
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ou  ou JE JE

ayz 8E8 aAoL() SWAOLO (36)

(e =

em que S = FE é a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.

A parcela da matriz hessiana proveniente do elemento de trelica é obtida a partir

da segunda derivada da energia interna com relagao as posi¢oes nodais:

2 E OF i)
= U (g g OF AL, (37)
dyeoy,  \ oy oy’ T dyroy

em que né « e direcdo ¢ compdoem o grau de liberdade p e né 3 e direcao j compdem o
grau de liberdade q.

As expressoes para as derivadas da deformacgao de Green-Lagrange presentes nas

expressoes (3.6) e (3.7) sdo fornecidas como:

OE —-1)

- ) (3.
OE —1)**°

Oysoy; = L)2 % (39)
i Jj

Para a aplicagdo deste elemento em problemas dindmicos, é necesséaria a definicao
da matriz de massa. Considerando a linearidade da cinemética com relagao aos parametros
nodais, a matriz de massa consistente pode ser obtida diretamente a partir da Equacao
(2.20):

3Z/k Oy
8T 07,

Yk gv, = / poAe®? "6, d L (3.10)

Lo

sendo o grau de liberdade ¢ composto por n6 § e direcao a e grau de liberdade j composto
por n6 z e direcdo 7. Tem-se também que ¢° e ¢* sdo funcdes de forma lineares para né j3

e nd z, respectivamente.

A integragao analitica da Equagao (3.10) resulta na seguinte expressao para a

matriz de massa:

1
gpvoLo(SaV Se B =z
M;; = (3.11)

ij 1
6p0AOL05a'y Se B 7é z

Uma alternativa a matriz de massa consistente é a matriz de massa diagonal, em
que a massa do elemento é considerada concentrada nos nés. Sabendo que as aplicagoes
numeéricas a serem realizadas envolverao o uso de diferentes elementos finitos, para os
quais a matriz de massa consistente ¢ a mais indicada, nao ha vantagem na utilizacao da

matriz de massa diagonal para o elemento de trelica.
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3.2 Elemento finito de so6lido tridimensional

O elemento finito de sélido tridimensional aqui descrito também foi apresentado
em Maciel (2008). A mudanga de configuragao e as fungoes de mapeamento para o referido
elemento estao ilustradas na Figura 4. Na figura, a configuracao inicial é descrita pelo
sistema de coordenadas (z1,x2,x3) e a configuracao atual pelo sistema de coordenadas

(y1,Y2,Y3), que sdo coincidentes em virtude da descri¢ao Lagrangiana Total do equilibrio.

Figura 4 — Mudanca de configuragdo do elemento finito de sélido tridimensional

¢
@ B
x2,Y2

%xhyl C‘J@)l ) j !

€3,Y3

g )

Fonte: Autor.

As fungbdes de mapeamento do elemento de sélido tridimensional sao dadas pela

interpolagao dos valores nodais de posicao:
¢°(&) = x(&) = ¢"(§)x" (3.12)
¢H(&) =vy(&) = ¢"(&)y" (3.13)

em que x* e y* correspondem as posigdes inicial e atual do né k, respectivamente, e ¢*(&)
corresponde a fungao de forma associada ao né k. Para este elemento finito, o vetor de

parametros nodais Y ¢ composto pelas posicoes y*.

A matriz de massa, definida de forma genérica na Equacdo (2.20), é expressa para

o elemento finito de sélido, considerando as Equagoes (3.12) e (3.13), como:

Mij = /p0¢6¢z(5a7d90 (314)
Qo

em que no § e direcdo a compoem o grau de liberdade ¢ e né z e dire¢ao v compdem o

grau de liberdade j.
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3.3 Elemento finito de casca

O elemento finito de casca aqui empregado possui 7 parametros nodais foi desen-
volvido por Coda e Paccola (2008). A cinemética do elemento compreende a utiliza¢ao de
vetores generalizados para a descricao consistente de rotagoes. Além disso, um parametro
adicional referente a taxa de variacdo da espessura é considerado, gerando uma cinematica
mais geral que a de Reissner-Mindlin e reduzindo o travamento volumétrico (CODA;
PACCOLA, 2008). A mudanga de configuragao e as fungdes de mapeamento para este

elemento finito estao ilustradas na Figura 5.

Figura 5 — Mudanca de configuragdo do elemento finito de casca

Fonte: Autor.

Para o elemento finito de casca, as fungoes de mapeamento sao escritas como:
h
¢°(€) =x(&) = ¢"(©1.&)x" + 60" (€1.&)n" (3.15)

O =y(6) =&yt + 2 6 + o) Ha eV B16)

em que hg é a espessura inicial do elemento de casca, ¢*(£;,£,) é a fungao de forma do
né k, x¥ e y* sdo as posicoes nas configuracoes inicial e atual, respectivamente, do né k,
n* é o vetor normal do né k na configuracao inicial, v¥ é o vetor generalizado do né k na
configuracao atual e ™ é a taxa de variacdo da espessura do né m. Para este elemento
finito, o vetor de parametros nodais Y engloba os parametros y*, v¥ e a* de cada né k do

elemento.

Foi empregado nas discretizacoes o elemento finito triangular de 10 nos, correspon-

dente a aproximagao polinomial ctibica. Este elemento é conhecido por ter bom desempenho,
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evitando travamentos decorrentes da utilizagdo da cineméatica de Reissner-Mindlin em
conjunto com lei constitutiva tridimensional completa (CODA; PACCOLA, 2008).

Observa-se, a partir da Equagao (3.16), que a fungao de mapeamento da configuragao
atual é funcao nao-linear dos parametros nodais. Portanto, a utilizacao direta da Equacao
(2.20) gera uma matriz de massa varidvel no tempo, o que nao é desejavel para os métodos
de integragao temporal comumente empregados em analises lineares. Para contornar esse
problema, despreza-se a contribuicao da taxa de variacao da deformagao na espessura
a™. Assim, a funcao de mapeamento da configuracdo atual é reescrita, apenas para a

determinacao da matriz de massa, como:

h
¢'(€) =¥(8) = " (e &)y" + J 4o (G eV (3.17)
Por clareza, escreve-se aqui a forca de inércia (£"")¥, de um elemento ¢ e né k.

Realizando-se as derivagbes necessérias, obtém-se:

h
| oo Eadken "
(féner)k — /po . h2 dQO (318)
% | Gedten Lgdten "

em que a integral presente na expressao corresponde a matriz de massa do elemento /.

3.3.1 Acoplamento entre vetores generalizados nao-coincidentes

A depender da geometria da estrutura analisada, sua discretizacdo, quando realizada
com elementos finitos de casca, pode apresentar elementos finitos vizinhos tais que os
vetores normais nos nés em comum nao sao coincidentes. Assim, é necessaria a definicao
de estratégia de acoplamento para garantir a continuidade de giro entre esses elementos.
O trabalho de Siqueira (2019) apresenta diversos tipos de acoplamento, incluindo juntas

rotacionais cilindricas e esféricas, por exemplo.

No presente trabalho, é de interesse apenas manter a continuidade de giro entre os
elementos. Nesse sentido, ¢ empregada uma estratégia que insere rigidez nessas regioes,
conforme realizado por Soares, Paccola e Coda (2019) e Soares (2019). Essa estratégia se
baseia na insercao de um elemento de penalizagao que conecta as extremidades dos vetores
normais nao coincidentes de um né. A rigidez adotada para este elemento é baseada em
equivaléncia com a energia de deformacao de um sélido auxiliar que preenche o espaco de
conexao. Ressalta-se que essa estratégia é empregada apenas quando o angulo entre os
vetores normais envolvidos é maior que um determinado valor limite, aqui adotado como
15°. Para angulos menores, utiliza-se as componentes do vetor bissetriz como parametros

nodais do referido né.
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Adotou-se como elemento de penalizacao o elemento finito de trelica, descrito na
secao 3.1. Dessa forma, ao invés de se conectar dois nés da discretizacao, conecta-se dois
vetores generalizados. Assim, para a definicdo completa da conexao, resta a obtencao
de uma rigidez equivalente E'Ay que represente adequadamente o comportamento dessa
regiao.

A rigidez para os elementos de penalizagao sao obtidas por meio de equivaléncia
aproximada entre as energias de deformacao dos modelos mecanicos apresentados na
Figura 6. Conforme j4 demonstrado em Soares (2019), as energias de deformacao U** do

solido, Figura 6(a), e U da barra de trelica, Figura 6(b), sio expressas, respectivamente,

por:
1
U = iG’thgbtg (g) (3.19)
1 _
Ut = ZEA(ﬁQh tg? ncosn (3.20)

em que G é o modulo de elasticidade transversal do sélido, b é a espessura do sélido

(geralmente igual a distancia entre dois nds vizinhos ao longo da conexdo) e n = (7 — «a)/2.

Figura 6 — Equivaléncia entre as energias de deformagao de: (a) sélido que preenche o espago de
ligagdo e (b) elemento de barra simples (conectando os vetores generalizados)

(a) (b)

/

Fonte: Autor.

Igualando-se as Equagoes (3.19) e (3.20), obtém-se a seguinte expressao para a

rigidez equivalente:

EAy=2Ghyb {th ((;) sec (g)} }ZJ (3.21)

A adocao de uma rigidez coerente com a ligacao real evita os problemas de mal-
condicionamento do sistema ja conhecidos da estratégia de penalizacao. Além disso, permite

a obtencao de solu¢oes mais adequadas ao esquema de ligagao real.
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3.3.2 Forca nao-conservativa - pressao seguidora

Outro topico de interesse é o estudo da influéncia da pressao seguidora no compor-
tamento de instabilidade da estrutura. As equagoes de equilibrio e o método de solucao
apresentados no Capitulo 2 consideram a presenca de forgas nao-conservativas. No entanto,
como a determinacao de expressoes explicitas envolve o conhecimento da cinematica do

elemento finito no qual a forca é aplicada, optou-se por realiza-la neste capitulo.

Para a aplicagdo da pressao seguidora, consideram-se como hipoteses que a pressao
atua sempre na direcdo normal a superficie na configuragao atual e que seu valor seja
constante ao longo do elemento, conforme Figura 7. Devido a natureza nao-conservativa
da forcga, sua energia potencial nao pode ser escrita. No entanto, sua variagao pode ser

escrita como:

0P = — /p(y) Sy dS = — /pn(y) Sy dS (3.22)

S S
em que p(y) é a pressao seguidora de valor constante igual a p atuando na dire¢ado do
versor normal n(y) e S é a area da superficie na configuragao atual sobre a qual a pressao

é aplicada.
Figura 7 — Pressao seguidora atuando sobre um elemento finito de superficie

¢
"

Fonte: Autor.

A posicao y de um ponto no interior de um elemento finito de superficie pode ser
obtida a partir da interpolacdo dos valores nodais, isto ¢, y = ¢°y”®. Dessa forma, o vetor
de pardmetros nodais Y agrupa as posicoes y” de cada né 3 do elemento sobre o qual a
pressdo é aplicada. Sendo 0y = ¢°dy” e escrevendo a Equacao (3.22) para um elemento

finito ¢, obtém-se:

5P = — / pén(y) - dy*ds (3.23)
SZ

sendo n(y) o versor normal & superficie. Considerando a arbitrariedade de dy” a expressao

fext

a ser adicionada & forga externa é fornecida para um né $ de um elemento finito ¢

COImao:

(£5)7 = / p¢’n(y)ds (3.24)
St
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A integral presente na Equagao (3.24) pode ser realizada a partir do espago
paramétrico & = (&1, &s). Essa parametrizacao permite a determinagao do vetor normal
como:

th x t?

- 3.25
e =] (3.25)

n(y) =
sendo t! = (0¢%/0¢,)y* e t? = (0¢* /0&,)y"* dois vetores tangentes & superficie e x denota
produto vetorial. Denotando por dA o infinitésimo de area no espaco paramétrico, sabe-se

que dS = JidA, sendo J; = |[t' x t?|| o jacobiano do mapeamento da superficie na

configuracao atual. A forca externa fica entao expressa como:

(£ent)P = / pdP(t! x t2)dA (3.26)

ou, em notacao indicial, para n6 3 e direcao o de um elemento finito ¢:

i) = / P& (Capgt t2)dA = / p¢” [aapq (%ﬁm ) (g?nyqﬂ dA (3.27)

em que €,y € 0 tensor de permutacao de Levi-Civita.

A contribuicao a ser adicionada & matriz Hessiana é fornecida a partir da derivada
da Equagao (3.26) com relagao as posigoes y* do n6 z de um elemento finito ¢, que resulta

e11:

a (fext
Jy*

2
/pgbﬁ (gtz X t2 + ! x g; )dA (3.28)

Apébs manipulagoes algébricas sobre a Equagao (3.28), a mesma pode ser escrita

em notacao indicial como:

afi*)a _ m [ 5 (007 09"  O¢™ Dg*
ayz—pga'ypypl\lqb (afl 852 - 861 a§2>dA (329)

~

Assim, a contribuicao do elemento ¢ a matriz hessiana é fornecida como:

aewtﬁ OP* O™ o™ Od*
= TR ey [0 (0 e - GG Jan a0
AL

oy &1 06, &1 98

em que no (e direcdo a compoem o grau de liberdade 7 e né z e direcao v compdem o

grau de liberdade j.

A Equacao (3.30) resulta numa contribui¢ao ndo-simétrica a matriz hessiana H.

No caso particular de pressao seguidora, os trabalhos de Schwlizerhof e Ramm (1984) e
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Iwata, Tsukimori e Kubo (1991) mostraram que a parcela nao-simétrica da contribuigao a
matriz hessiana possui efeito negligenciavel no processo de solucao do problema mecanico.
No ambito da analise de estabilidade, apenas a parte simétrica é de fato necesséaria para a

determinacao da carga critica de instabilidade, conforme ja discutido na secao 2.7.

3.4 Exemplos numéricos

Nesta secao trés exemplos numéricos de validagao sao apresentados. A formulacao
base do problema estatico e a formulagao para anélises de estabilidade foram implementados
em um c6digo computacional, o qual foi validado em Soares (2019). O presente trabalho
utilizou-se do referido co6digo base, a partir do qual foram realizadas novas implementagoes.
Nesse sentido, os exemplos aqui apresentados se limitarao a validagao do problema dinamico

com o integrador temporal a-generalizado.

3.4.1 Péndulo elastico

Neste primeiro exemplo pretende-se validar a implementacao do integrador temporal
a~generalizado com elemento finito de trelica. Nesse sentido, reproduz-se aqui o exemplo
definido em Kuhl e Crisfield (1999). As principais informagoes estao apresentadas na
Figura 8. Para o integrador temporal, foi empregado um passo de tempo At = 0,05 s e foi

observado o comportamento da estrutura para diferentes valores do raio espectral p..

Figura 8 — Péndulo elastico: condigbes iniciais e de contorno e propriedades

y/

poAo = 6,57 kg/m

EAy = 10N 1

Lo =3,0443m

Yo="T72m/s | |,

Fonte: Autor.

De modo a tornar o problema equivalente ao definido por Kuhl e Crisfield (1999),
utiliza-se aqui a matriz de massa diagonal, em que metade da massa do elemento finito é
considerada concentrada em cada um dos nds de extremidade. Nessas condicoes, determina-
se inicialmente a variacado do comprimento da barra AL em funcao do tempo para trés
valores de po., conforme Figura 9. Na referida figura, apresenta-se também os resultados

obtidos por Kuhl e Crisfield (1999) para fins de comparagao.
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Figura 9 — Variacado de comprimento AL (mm) em fungdo do tempo (s) para diferentes raios
espectrais pso: (a) solucdo de referéncia obtida por Kuhl e Crisfield (1999) e (b)
solucdo obtida no presente trabalho.

(a) (b)
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Fonte: Autor.

Na Figura 9, observa-se que os resultados obtidos no presente trabalho sao seme-
lhantes a solu¢ao tomada como referéncia. Na figura, fica evidente também a diminui¢ao da
amplitude de AL com o tempo conforme se diminui o valor do raio espectral p,, indicando

a introducao de dissipacao numérica, como esperado.

Para observar de forma mais precisa a dissipa¢do numeérica, apresentam-se também
os resultados em termos de energia total (energia cinética + energia de deformacao),
Figura 10, sendo o valor da energia determinado para cada passo intermediario s + 1 — af
do método a-generalizado. A energia de deformagao é obtida conforme a Equagao (3.5) e

a energia cinética é obtida de forma geral como:

1 1o
K= /§p0y ydvy = 51T (3.31)
Qo

sendo M a matriz de massa e Y o vetor de velocidades nodais.

Na Figura 10 observa-se novamente que os resultados obtidos no presente trabalho

sdo idénticos a solucao de referéncia, validando assim a implementacao do método a-
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generalizado. Destaca-se ainda que, mesmo para o caso teoricamente sem dissipacao
(poo = 1,0), a energia total apresenta um perfil oscilatério. Mesmo que a amplitude
de oscilacao seja pequena, esse fato evidencia a limitagdo do método em representar
precisamente a energia do sistema. Fica exposto, portanto, a necessidade de reduzir o valor

do incremento de tempo At para a realizacao de analises numéricas mais precisas.

Figura 10 — Energia total (J) em fungao do tempo (s) para diferentes raios espectrais poo: (a)
solugdo de referéncia obtida por Kuhl e Crisfield (1999) e (b) solugdo obtida no
presente trabalho.

(a) (b)
300 T T T T 300 T T T T
= 2o [INAVATAMATAMAVIIARARANG o ATV A
@
‘B0 290 |- = 290 - =
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/| 285 B 285 |- B
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0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15
300 T T T T 300 T T T T
3
w0 290 |- B 290 |- B
5}
=
= 285 - 285 -
P = 0,80 Poo = 0,80
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0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15
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5 29 1 295 |
@
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2
/| 285 1 B 285 |- B
Poo = 0,60 Poo = 0,60
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800 3 6 9 12 15 800 3 6 9 12 15
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Autor.

Mesmo com as limitagdes observadas, Siqueira (2019) mostrou que o método a-
generalizado possui desempenho melhor que o método de Newmark-/. Para um mesmo

valor de At, o método a-generalizado apresentou maior intervalo de estabilidade.

Cabe mencionar que existem outros métodos de integracdo temporal presentes na
literatura. No entanto, alguns deles exigem modificagdes mais profundas no equacionamento
dos elementos finitos, dificultando a generalizacao. Todavia, o proprio equacionamento do
método a-generalizado permite a reproducao de diversos outros integradores temporais
apenas alterando os valores das constantes presentes no método. No presente trabalho,

utilizam-se apenas os parametros definidos originalmente por Chung e Hulbert (1993) para
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o método a-generalizado e representados por meio de um tnico parametro denominado

raio espectral pu.

3.4.2 Régua flexivel

Este segundo exemplo é apresentado para validagao dos elementos finitos de casca
e de solido tridimensional com integrador temporal a-generalizado. A estrutura a ser
analisada é a apresentada na Figura 11 e foi estudada por Kuhl e Ramm (1999). O material
empregado possui as seguintes propriedades: E = 206,0 GPa, v = 0,0 e py = 7,8-10% kg/m?>.

A espessura da régua é hg = 2mm.

Figura 11 — Geometria, carregamento e discretizacao da régua flexivel.

Fonte: Autor.

A intensidade do carregamento p(t) (em kN/m) para t em milissegundos (ms) é

tal que:
20t para Oms <t < 2ms
p(t) =420(4—t) para2ms <t <4ms (3.32)
0 para t > 4ms

Para as andlises numéricas foi utilizado um passo de tempo At = 50 us. Adotou-se
uma discretizagao semelhante & de Kuhl e Ramm (1999), resultando em 30 elementos finitos
quadrilaterais com aproximagao quadratica e 1085 graus de liberdade. Quatro valores de
raio espectral p., foram analisados e os resultados obtidos em termos de energia estao

apresentados na Figura 12, onde também estao apresentados os resultados de referéncia.

A partir dos gréaficos apresentados na Figura 12, nota-se boa adequacao aos resulta-
dos de referéncia. Cabe mencionar que o elemento finito utilizado por Kuhl e Ramm (1999)
possui simplificacbes em sua cinematica e os autores utilizaram a técnica de integracao
reduzida para solucionar o problema do travamento volumétrico. Portanto, as diferencas

observadas nas solucoes se devem basicamente a esses fatores mencionados.
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Figura 12 — Energia (J) em fungdo do tempo (ms) para diferentes raios espectrais poo: (a)
solucdo de referéncia obtida por Kuhl e Ramm (1999) e (b) solucdo obtida no
presente trabalho.
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Fonte: Autor.

A diferenca maior nas respostas ocorre para p,, = 0,90, onde o processo de solugao
divergiu antes do fim da anadlise. Essa dificuldade adicional para convergéncia pode ser
explicada justamente pela diferenca entre as cinematicas. A diferenca entre as matrizes de
rigidez ocasiona uma diferenca sutil na frequéncia de oscilacao das parcelas de energia.
A partir do nimero de oscilagdes observado nos graficos, nota-se que a frequéncia de
oscilagao das parcelas de energia obtidas no presente trabalho é levemente maior, o que

pode explicar essa dificuldade adicional para convergéncia.

Para fins de ilustrar a movimentacao da régua, apresenta-se na Figura 13 a confi-

guracao da régua a cada 4 ms para um valor de raio espectral p,, = 0,85.
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Figura 13 — Movimentagao da régua flexivel para p., = 0,85 plotadas a cada 4 ms.

Fonte: Autor.

Aproveita-se também este exemplo para validacao do elemento finito de sélido tri-
dimensional. Para isso, emprega-se uma discretizacao equivalente a adotada para elemento
de casca, resultando numa malha de 30 elementos finitos hexaédricos com aproximacgao

quadréatica, conforme Figura 14, e 1395 graus de liberdade.

Figura 14 — Discretizagao da régua flexivel em elementos finitos de sélido hexaédrico com aproxi-
magao quadratica

AZ/‘\~

Fonte: Autor.

Os resultados para a discretizacao em elementos finitos de sélido tridimensional estao
apresentados na Figura 15. Observa-se que os resultados foram praticamente coincidentes
com os obtidos para elemento finito de casca, exceto para o caso p,, = 0,90. Nesse caso, a
analise baseada na discretizagdo em elementos de sélido permaneceu estavel durante um
periodo de tempo maior, mas ainda sofreu instabilidade numérica antes do tempo final de
100 ms.

Assim, conclui-se as validagoes dos diferentes elementos finitos aqui empregados e
do integrador temporal a-generalizado. Com relagao a pressao seguidora, sua validagao

sera realizada no préximo capitulo, juntamente com a estratégia do comprimento de arco.
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Figura 15 — Energia (J) em funcdo do tempo (ms) para diferentes raios espectrais po, utilizando
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CAPITULO 4

SOLUCAO VIA ESTRATEGIA DO COMPRIMENTO
DE ARCO

Tradicionalmente, o sistema de equacoes nao-lineares proveniente da aplicagao
do Método dos Elementos Finitos é resolvido pelo método de Newton-Raphson. Este
método consiste de um procedimento incremental-iterativo, em que o processo incremental
é realizado por meio de controle de forca ou deslocamento e o processo iterativo é realizado
com base na matriz de rigidez tangente. Entretanto, esse método nao é efetivo quando a
solugao procurada esta situada entre pontos de snap-through ou snap-back da trajetéria

de equilibrio, a depender do tipo de controle do processo incremental.

De modo a resolver adequadamente problemas cuja resposta apresenta snap-through
ou snap-back, foi desenvolvida a estratégia do comprimento de arco (WEMPNER, 1971;
RIKS, 1972; CRISFIELD, 1981). Essa estratégia consiste basicamente de uma modificagao
do método de Newton-Raphson por meio da inclusdo de uma equacao de restrigdo adicional
para delimitar a regiao de busca da solucao. Em outras palavras, o procedimento deixa de
ser realizado puramente com controle de for¢a ou deslocamento e passa a ser realizado com
controle de ambos simultaneamente. Para isso, é efetuada a imposicao de uma equacao de

restricao definida no espago forga-deslocamento.

A equacao que define o residuo para o método de Newton-Raphson considerando
problemas estéticos é fornecida pela Equacao (2.39). Numa andlise incremental com controle
de forca, o parametro A é constante em cada passo. Para o método do comprimento de
arco, esse parametro se torna fungao da curva de restri¢dao, sendo, portanto, variavel dentro
do processo iterativo. Sendo A uma variavel do problema, o residuo passa a ser escrito

g(T,\) = () — Me() (4.1)

Ao se acrescentar uma incognita, uma equacao adicional deve ser inserida de modo
a se obter um sistema determinado. A equagao de restricdo a ser imposta corresponde a

um arco de circunferéncia e sua expressao é fornecida como:
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As? = AY - AY + 2 AN? (4.2)

na qual ¥ é um fator de ajuste dimensional para compatibilizar as grandezas presentes na

equagao.

Uma sugestao para o valor de ¥ é escrevé-lo como a razao entre o incremento de

posicdo e o incremento de forca para a primeira iteracdo. Desse modo, define-se:

_ 1Al

Y= AN

(4.3)

O procedimento iterativo da estratégia do comprimento de arco pode ser exem-
plificado conforme a Figura 16. Desde que o arco possua raio suficientemente pequeno e
que o fator ¥ seja definido adequadamente, a ocorréncia dos fendomenos de snap-through e

snap-back pode ser evitada.

Figura 16 — Procedimento iterativo da estratégia do comprimento de arco

A

A
arco de restricao

trajetéria de equilibrio
Adg
A\
Ao

\ >

(%0, %0) Ayo Ay Ay Y

Fonte: Autor.

O procedimento iterativo consiste de duas etapas: estagio de previsao e estagio de
corregao. O estagio de previsao é realizado na primeira iteracao de cada passo incremental
e determina o arco a ser utilizado no processo iterativo. O estagio de correcao parte do
arco determinado no estagio de previsao e realiza a busca de uma solugao por meio do

método de Newton-Raphson.

4.1 Estagio de previsao

Seja Y1 e Ap_; um par correspondente a uma solucao equilibrada no final do

passo incremental k£ — 1. Para se obter uma primeira solugao tentativa para o passo k,
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incrementa-se essa solucao em AY, e A\, respectivamente. A expansao do residuo em

série de Taylor resulta:

0
g(rk_l + ATk’ )\k—l + A)‘k) = g(rk—lv >\k—1) + %(T’“_l’ >\k—1) . ATk—l— ( )
4.4
0
+ %(Tk—lv Ak—l)A)\kz + O(Ark_l, A)\k‘—l) =0

na qual O(AY;_1, A);_1) sdo os termos de ordem superior em AY e A\ e as derivadas

do residuo sao expressas como:

B afint afea;t

(Tt ) = H(Tioi M) = S (Tim) = Mt e (T) - (450)
)

aff(rk_l, Noo1) = — £ (Y1) (4.5b)

Como Y1 e A\;_1 determinam um ponto de equilibrio, tem-se que g(Yr_1, \k—1) =
0. Desprezando-se os termos de ordem superior, o incremento de posicao AY pode entao

ser obtido a partir da Equacao (4.4) como:
AYy = AN H (g, M) FN () (4.6)

Para o passo inicial (k = 0) deve ser atribuido um valor de entrada para A\.
Dessa forma, AY fica fornecido diretamente pela Equagao (4.6) quando toma-se para
Y1 os parametros nodais na configuracao inicial e A\;,_; = 0. Assim, o valor do raio do

arco para o primeiro passo ¢ fornecido como:

Asg = \/AYo - AT+ 2AN2 (4.7)

Para os demais passos (k > 0) pode-se atualizar o valor do raio do arco com base
no numero de iteragoes realizadas no passo anterior. Definindo-se ny como o niimero de

iteragoes desejado, o raio pode ser atualizado da seguinte forma:

Uz 7

ASk = ASk,1 ( ) (48)
Ng—1

sendo ni_; o nimero de iteragoes realizadas no passo k — 1 e v um parametro que ajusta

a taxa de mudanca do raio de um passo para outro.

O incremento A\, pode entao ser determinado substituindo-se (4.6) em (4.2), que

resulta em:

Ask

ANy =+
\/TZ—I SYI Y2

(4.9)
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em que
Y =H ' (Thp, M) F( ) (4.10)

A escolha do sinal na Equagao (4.9) deve ser tal que se obtenha um avango na
trajetoria de equilibrio. Uma forma precisa de se determinar este sinal é com base no
historico de solugoes. Nesse sentido, utiliza-se aqui a expressao proposta por Feng, Peric e
Owen (1996):

sign (A\g) = sign (ATk,l o A A)\k,ﬂf) (4.11)

onde sign(e) representa a fungao sinal.

Apés determinado A)., o incremento AY, pode ser imediatamente obtido por
meio da Equagao (4.6). Com esses incrementos obtidos, faz-se Ay = A1 + A, e T =

Y, 1+ AY, e procede-se ao estagio de correcao.

4.2 Estagio de correcao

No estagio de previsao foi determinado o par y, e A\; correspondente a uma
primeira solucao tentativa. Para encontrar uma solucao equilibrada, minimiza-se entao o

novo residuo g(yx, A\x) por meio da expansao em série de Taylor:

9
%(rk, M) - 6T ot

(4.12)
(Yo M) 0N + OB 1, M) = 0

g( X+ 0Tk, A\ +0Mx) = g(Th, \i) +

0g
T ax

sendo as derivadas do residuo expressas como:

8 afmt afext

a%m“ M) = H(Yi M) = S (Y1) = M e (T M) (4.13a)
0

aff(n, M) = —£H(Ty) (4.13b)

O raio do arco determinado no estagio de previsao é mantido constante em todo o

estagio e correcao. Portanto, os novos incrementos devem produzir o mesmo Asy:

As? =AY, - AY, + AN =

(4.14)
= (AY, +07%) - (A, +60%) + V(AN + 6\p)?

Realizando manipulagoes algébricas sobre a Equagao (4.14), obtém-se a seguinte

equagao:
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2(AY - Xy + V2 AN, SA) + Xy - X, + 02002 =0 (4.15)

A Equacao (4.15) pode ser resolvida na sua forma completa ou linearizada. Nesta
pesquisa, ¢ adotada a versao linearizada, a qual é obtida eliminando-se as parcelas quadra-

ticas em 0 Y e d\,. Dessa forma, obtém-se:
AYy - 0 + P2 AN, SN, =0 (4.16)

Desprezando os termos de ordem superior da Equagdo (4.12), isola-se 6X. Aprovei-

tando também as Equagdes (4.13a) e (4.13b), obtém-se:
0% = H ' (p, M) [SAF (i) — (i M) (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.16) e isolando J\, obtém-se:

sy ATk H ' (Ch, Ae) g(Lh, A
k Ark . [H_l(Tk7 Ak) fe:vt] + ¢2AA]€

(4.18)

Apés a obtengao de d\x, o incremento 0 Y, é obtido por meio da Equacao (4.17).
Atualiza-se entao os pardmetros nodais Y, = Y, + X e o fator de carga A\, = A\, + 0\,
bem como os incrementos AY, e A);. Enquanto as corregoes 0 X, e 0\, nao forem sufici-
entemente pequenas, todo o procedimento do estagio de correcao é executado novamente.
O critério de parada adotado neste trabalho é baseado na norma do vetor de parametros
nodais: ||6Xx||/[| ol < tol, sendo usualmente tol = 1078,

4.3 Determinacgao de trajetérias de equilibrio bifurcadas

Utilizando-se qualquer processo de solugao que busca a trajetéria de equilibrio
podem-se encontrar pontos de bifurcacao da solucao. Nesses pontos, a matriz Hessiana, que
controla em grande parte a busca das solugoes, torna-se singular. Assim, para a obtencao
de trajetérias para além de um ponto de bifurcagao, adota-se aqui uma estratégia que
se baseia na imposicao de uma perturbacao nas proximidades de pontos criticos. Essa
perturbacao é imposta na forma de forca externa denominada forca de perturbacao fP¢".
Observa-se que esta técnica ja foi aplicada em Soares, Paccola e Coda (2019) com o
método de Newton-Raphson, porém com a limitacao de nao se capturar o comportamento

pos-critico em situagoes de softening estrutural.

Para preservar ao maximo a taxa de convergéncia do processo de solucao, essa

forga é inserida de forma gradual. Assim, o residuo para um passo k é expresso como:

g(Tk, )\k) = flnt<Tk) — )\kfext(Tk) — ()\k — )\p)fper (419)
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onde A, é o valor de A no passo p em que foi determinada a forca de perturbacao.

A imposicao da forca perturbacao é realizada a partir do passo seguinte ao passo
p. Portanto, a Equacao (4.19) é aplicada quando se tem p < k < p + Nper, sendo nye, 0
nimero de passos em que fP° ¢ aplicado. Para k > p + n,., retoma-se o residuo fornecido
pela Equagao (4.1), ou seja, retira-se a perturbacao. O valor de ny., deve ser estabelecido
pelo usuério de forma que apés a retirada de fP¢" a andlise prossiga seguindo a trajetéria

bifurcada correspondente.

A derivada do residuo apresentado na Equagao (4.19) com relagao a Y se mantém
inalterada, visto que fP*" nao depende de Y. No entanto, a derivada com relacdo a \ se

torna:

gi@, ) = — (£7(0) + £77) (4.20)

Em suma, para o passo k tal que p < k < p+ ny., a estratégia do comprimento de
arco é aplicada considerando o residuo fornecido pela Equagao (4.1). As demais equagoes
apresentadas nas segoes anteriores deste capitulo podem ser utilizadas nessa situacao
substituindo-se f***(Y) por f**(Y) 4 P .

As forgas de perturbacao aqui empregadas sao baseadas em forcas generalizadas,
conjugadas aos modos de instabilidade determinados no caminho de equilibrio, proximos
aos pontos criticos. Para cada passo k do processo incremental, uma analise de autovalor é
realizada. Num determinado passo p proximo ao ponto de bifurcacao, a forga de perturbacao
é obtida e é aplicada por meio da Equagao (4.19). Espera-se que a imposigao da perturbacao
induza o método de solucao a seguir um dos ramos da trajetéria de equilibrio bifurcada,

nao sendo mais necessaria a resolucao do problema de autovalor.

Um critério para se definir o instante de aplicacao de fP*" ¢ fornecido com base no
menor dos autovalores ;*). Organizando esses autovalores em ordem crescente, toma-se o
menor autovalor (%) como base. Quando em uma anélise incremental o fator A se aproxima
de um ponto critico, o menor autovalor u(¥) se aproxima de 1 por valores maiores que 1.
Nesse sentido, propoe-se que a forga de perturbacgao seja determinada uma sé vez quando
1® < 1.1. Para o primeiro passo no qual esse critério é atingido fixa-se também o fator de

carga A, a ser utilizado na Equagdo (4.19).

A forca de perturbacao a ser aplicada é aqui determinada com base no autovetor
correspondente ao modo critico escolhido (usualmente o menor autovalor p(®) para
a determinacao da trajetéria. Primeiramente, uma configuragao “perturbada” YPe" é

determinada por meio da seguinte expressao:

sY k)
per __
T =Y, +a T (4.21)
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em que k é o modo critico escolhido, 6Y®*) é o autovetor correspondente, a é um fator
de escala que ajusta a intensidade da perturbagao aplicada e Y, ¢ o vetor de parametros

nodais no passo p.

A forga de perturbacao a ser aplicada corresponde a forga necessaria para se chegar

a configuragao YP*" menos a forca ja determinada para se chegar a configuracao Y, isto é:

fp”:/<S : gf;)

Qo

dQy — £(,) (4.22)
‘rper

Ressalta-se aqui que estratégia semelhante de determinacao da forca de pertur-
bagao ja foi utilizada para o elemento finito aqui apresentado (SOARES; PACCOLA;
CODA, 2019). Entretanto, a forga de perturbacao no referido trabalho foi aplicada sobre
a configuracgao inicial e mantida durante toda a andlise e nao estavam implementados o
método do comprimento de arco e as forcas nao-conservativas. A novidade aqui esta na
imposicao da forca de perturbacdo em alguns passos da analise para induzir o método
Arc-Length a seguir um dos ramos da trajetoria bifurcada incluindo-se a presenca de forcas
nao-conservativas, sendo o restante da trajetoria determinada sem a presenca de qualquer
forga de perturbacao (SOARES; PACCOLA; CODA, 2021b).

4.4 Exemplos numéricos

Alguns exemplos numéricos sao apresentados nesta secdo para demonstrar a aplica-
bilidade da formulacao proposta na determinacao de trajetérias de equilibrio para além
de um ponto de bifurcagao. Esses exemplos também estao em Soares, Paccola e Coda
(2021Db).

44.1 PerfilU

O primeiro exemplo deste capitulo trata da andlise de compressao de um perfil
U, com o intuito de verificar a determinacao de cargas criticas e comparar as trajetorias
de equilibrio resultantes. Este exemplo foi estudado numericamente por Garcea (2001),
em que o esquema estatico e as dimensoes utilizadas estao apresentadas na Figura 17. O
material empregado possui as seguintes propriedades: £ = 2,1-10% e v = 0,3. As condicdes
de contorno em deslocamento sdo: u.(0,y,0) = u.({,y,0) = u,(0,0,0) = u,(¢,0,0) =
uz(¢/2,0,0) = 0. Para as andlises realizadas utilizou-se ¢, = 1,0 e variou-se apenas o fator

A

Além da forca de compressao atuante, outras situagoes envolvendo a presenca de
imperfei¢oes foram analisadas. Essas imperfeicoes foram representadas por meio de duas

forgas concentradas atuando na secao central da peca estrutural. Conforme apresentado por
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Garcea (2001), trés situagoes de imperfeigao foram definidas, de acordo com a Figura 18.
Nela, é apresentada também a discretizacao utilizada, correspondendo a uma malha

constituida de 5275 nés e 1120 elementos finitos triangulares com aproximagao ciibica.

Figura 17 — Esquema estatico e detalhe da secao transversal
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Fonte: Autor.

Figura 18 — Discretizacao utilizada e forcas de imperfeicao impostas
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Fonte: Autor.

De inicio, uma andlise linear de estabilidade é realizada. As cargas criticas obtidas
para as trés situacoes de imperfeicao, juntamente com os resultados apresentados em
Garcea (2001), estao presentes nas Tabelas 1, 2 e 3. As diferencas relativas sao calculadas
com relagao aos valores do Nastran, obtidos por Garcea (2001). Os resultados apresentam
boa concordancia entre si, levando em consideragao a variabilidade dos resultados devido as
diferentes cinematicas comparadas. Observa-se que, de modo geral, os valores aqui obtidos
foram menores que os valores de referéncia, ressaltando a flexibilidade da cinematica

adotada e do elemento finito utilizado.

Utilizando a estratégia do comprimento de arco, procura-se determinar a trajetéria
de equilibrio para as trés condi¢oes de imperfeicao apresentadas. Em todos os casos foram
adotados os mesmos parametros para o método, a saber: ny = 4 (nimero de iteragoes
desejado), v = 1,0 (fator de propor¢ao de mudanga do raio do arco). Para o primeiro passo

nas situagoes que possuem imperfeicao foi adotado A\g = 1,0.
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Tabela 1 — Autovalores para modo de imperfeicdo de flexao

Garcea (2001) MEF . .
Modo . L. Dif. (%) Tipo de modo
Mixed Frozen Nastran Posicional
1 1291,6 12922 12982 1291,5 0,52 Flexao
2 1396,0 1192,5 1195,2 1188,9 0,53 Torgao
3 1994.,4 1992.,8 1919.,4 1909,0 0,54 Local (3 semi-ondas)
4 2046.,4 2044,7 2094,5 1955,1 6,66 Local (4 semi-ondas)
Fonte: Autor.
Tabela 2 — Autovalores para modo de imperfei¢io local
Garcea (2001) MEF
Modo . . Dif. (%) Tipo de modo
Mixed Frozen Nastran Posicional
1 12032 1280,9 1296,1 1289,4 0,52 Flexio
2 1409,5 1387,7 1391,2 1383,9 0,52 Torgao
3 3150,7 3134,3 3084,8 3083,1 0,06 Local (13 semi-ondas)
4 3150,9 3148.,6 3097,4 3088.,6 0,28 Local (14 semi-ondas)
Fonte: Autor.
Tabela 3 — Autovalores para modo de imperfei¢do de torgao
Garcea (2001) MEF . .
Modo . L. Dif. (%) Tipo de modo
Mixed Frozen Nastran Posicional
1 1264,9 12899 1296,0 1289,4 0,51 Flexao
2 1833,9 1711,8 1715,6 1706,3 0,54 Torgao
3 2808.5 29121 2842.4 2837.,4 0,18 Local (7 semi-ondas)
4 2823,9 2930,0 2863,5 2855,5 0,28 Local (8 semi-ondas)

Fonte: Autor.

Para o caso em que nao houve imposi¢ao das imperfei¢oes pré-definidas, foi utilizado
um procedimento especifico para a determinacao da trajetoria. Para o trecho inicial estavel
antes do ponto de bifurcacao, define-se um raio maximo de modo que o ponto critico
nao seja facilmente ultrapassado. O valor do raio maximo adotado para este trecho foi
de As = 0,005, o qual foi obtido a partir de tentativas. Um outro modo de se escolher o
raio maximo é a partir da definicio de um ntmero de passos que o método deve percorrer
até chegar no ponto critico. Nesse caso, apos a andlise de autovalor do primeiro passo,
determina-se AX = AXgpo/ ny,, sendo gy o menor autovalor e n, o nimero desejado de
passos para percorrer o trecho estavel. Reinicia-se a andlise da estrutura com o incremento
de carga inicial A\g = AX. O raio determinado neste primeiro passo é mantido fixo durante

todo o trecho estavel da trajetéria de equilibrio.

Em cada passo do trecho inicial, uma anéalise de estabilidade, baseada no problema
de autovalor, é realizada. No passo em que o menor autovalor se torna menor que 1,1,
considera-se que a analise esta suficientemente proxima do ponto critico, e a forca de

imperfei¢ao é aplicada. Para tanto, fixa-se A\, = .
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Utilizando-se as equagoes (4.21) e (4.22), a forga de imperfeicio é determinada
para a = 0,001. Esta forca ¢é aplicada gradualmente durante alguns passos e é retirada em
seguida. Para este exemplo, a aplicagao foi realizada apenas nos trés passos seguintes a
sua determinacao. Apods a retirada da forca de imperfeicao, a andlise posterior seguiu a

trajetoria bifurcada correspondente, conforme esperado.

Neste exemplo, o resultado da andalise sem a imposicao das imperfei¢oes pré-definidas
¢é utilizada para comparacdo com as demais situagoes. Inicialmente, apresentam-se na
Figura 19 as trajetoérias de equilibrio obtidas para os deslocamentos dos pontos A, B e C

(vide Figura 17) para o caso 1 (imperfeigao de flexao).

Nota-se que, neste caso, o valor da forca de imperfeigao é elevado. Isso é evidenciado
pelo distanciamento das trajetorias quando impde-se ou nao o par de forcas de imperfeicao.

Observa-se também que as trajetorias de equilibrio aqui obtidas se adequam as trajetorias

de referéncia, validando a formulagao implementada.

Figura 19 — Graficos para imperfeicdo de flexao

1400 1400 T
1200 1200 |-
-~ 1000 ~ 1000 -
& &
2 800 2 800 |
(&) (&)
] [}
= 600 = 600
3 g
£ 400 £ 400 -
200 200 |-
0 | | | 0
—50 —40 —30 —20 0 -1
wA = wB
1400 T
1200 ) —2— Sem imperfeicdo (MEF Posicional)
—0o— MEF Posicional
1000 i —0— Nastran
) —0— Mixed (4 modos)
2 800 .
8 Frozen (4 modos)
]
= 600 -
S
£ 400 ]
200 |fe .
| |
0 1 2 4
uc

Fonte: Autor.
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As cinemadticas apresentadas por Garcea (2001), denominadas Mixed e Frozen,
exibem trajetérias que se distanciam das demais curvas no regime pos-critico. Isso ocorre
porque, para essas cinematicas, as trajetorias obtidas sao baseadas em uma expansao dos
modos de instabilidade. O niimero de modos utilizados para cada caso estao indicados nas

legendas dos graficos.

O caso 2, referente a imperfeicao local, esta apresentado na Figura 20. Neste caso,
observa-se que as curvas estdo mais proximas da trajetéria obtida sem a presenca de
imperfeicoes. Nota-se novamente que as trajetérias aqui obtidas possuem boa aderéncia
aos resultados de referéncia, principalmente com relagdo ao Nastran, cujo procedimento

nao-linear é semelhante ao apresentado neste trabalho, nao envolvendo expansao de modos.

Figura 20 — Graficos para imperfeicao local
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Fonte: Autor.

Por fim, os gréaficos para a situacao de imperfeicao de torcao, caso 3, estdo apresen-

tados na Figura 21. Os resultados para este caso sao semelhantes aos observados nos casos

anteriores.
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Nota-se que, em todos os casos de imperfeicdo, o pico das trajetorias de equilibrio
aqui obtidas se localiza ligeiramente abaixo dos demais picos. Isso confirma a previsao
observada a partir da analise dos autovalores. Esse efeito é constatado também na trajetéria
poOs-critica, a qual se apresenta sempre abaixo da trajetoria do Nastran, que é a referéncia

que mais se aproxima da formulagao aqui utilizada.

Para efeito de comparacao numérica, na Tabela 4 sdo apresentados os valores das
cargas criticas obtidos a partir da analise de estabilidade ao longo da trajetoria de equilibrio.
Verifica-se entao de forma mais precisa que a formulagao utilizada admite valores de carga
critica menores nao s6 para analise linear de estabilidade, mas também para analise ao

longo da trajetéria de equilibrio.

Figura 21 — Graficos para imperfeicdo de torgao
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Tabela 4 — Cargas criticas obtidas via andlise por meio da trajetéria de equilibrio

s Garcea (2001) MEF .
Imperfeigao - . Dif. (%)
Mixed Frozen Nastran  Posicional
Nenhuma — — — 1289,2 -
Flexao 900,3 908,4 896,3 883,7 1,41
Local 1246,1 1284,8 1235,4 1223,3 0,98
Torcao 1128,7 1204,2 1117,0 1105,9 0,99

Fonte: Autor.

Desse modo, conclui-se que a formulagdo é adequada para este tipo de anélise.
Ressalta-se também a vantagem de produzir solugdes favoraveis a seguranca, as quais sao

obtidas desde que se utilize uma discretizacao adequada.

Para efeito de ilustracao, apresentam-se na Figura 22 as configuracoes pos-criticas
para cada caso de imperfeicao imposta. Nota-se que, em todos os casos, a configuragao
atual corresponde a uma composigao de modos. Nos casos (a) e (b), é observado composigao
do modo global de flexdo com um modo local de instabilidade das mesas do perfil. No caso

(¢), hd a composi¢ao do modo global de tor¢ao com um modo local.

Figura 22 — Configuragoes pds-criticas para as seguintes situagoes: (a) imperfeicao de flexao, (b)
imperfei¢ao local e (c) imperfeigdo de torcao

Fonte: Autor.

4.4.2 Tubo sob pressao lateral externa

Este segundo exemplo consiste de um tubo cilindrico submetido a uma pressao
lateral externa uniforme. O tubo possui raio r = 6 ¢m e espessura t = 0,12 cm. Trés
comprimentos foram analisados: L = 20 ¢m, L = 50 e¢m (tubos curtos) e L = 400 e¢m (tubo
longo). Em ambas as extremidades do tubo, restringiu-se os deslocamentos no plano da
secao transversal. O material utilizado possui as seguintes propriedades: £ = 210 GPa e
v = 0,3. Para a andlise linear de estabilidade, aplicou-se uma pressao externa de 1,0 MPa.

Os resultados obtidos foram comparados com Basaglia, Camotim e Silvestre (2019).
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A carga critica deste problema, bem como as trajetorias de equilibrio resultantes,
depende da natureza da pressao lateral atuante. Essa pressao pode ser conservativa, ou
seja, que nao altera a energia ao sistema no decorrer da anélise e, em geral, sua intensidade
nao depende da configuracdo deformada da estrutura. A pressao também pode ser de
natureza nao-conservativa, sendo, em geral, dependente da configuracao deformada. Para
cada um dos casos, a carga critica de instabilidade, considerando tubos longos, ¢ fornecida
como (IWATA; TSUKIMORI; KUBO, 1991):

E L :
Perd =T33 (pressao nao-conservativa) (4.23a)
__ B T A i 4.23h
Po2 =1 3573 (pressao conservativa) (4.23b)

As discretizagoes utilizadas para os comprimentos de 20, 50 e 400 ¢m possuem,
respectivamente, 37296, 40992 e 180096 graus de liberdade. Os resultados considerando
pressao conservativa e nao-conservativa estao apresentados na Tabela 5. Os dados referentes
as colunas GBT e ANSYS da tabela foram extraidos de Basaglia, Camotim e Silvestre
(2019).

Tabela 5 — Cargas criticas (em MPa) para tubo sob pressao lateral externa

L (em) Pressao nao-conservativa Pressao conservativa
Per,1 GBT ANSYS MEF Pos. Per,2 GBT ANSYS MEF Pos.
20 - 3,4149 3,4232 3,3493 - 3,5273 3,5634 3,5570
50 — 1,4097 1,4184 1,3995 — 1,5742 1,5712 1,5703
400 0,4615  0,4624 0,4659 0,4626 0,6154  0,6165 0,6176 0,6165

Fonte: Autor.

Os resultados obtidos via MEF Posicional se mostram em conformidade com os
demais valores de referéncia da Tabela 5. Essa conformidade se expressa inclusive no caso
de pressao nao-conservativa, onde foi realizada a simetrizacao da matriz hessiana. Portanto,
observa-se que a utilizacao da parte simétrica da matriz contribuinte conduz a resultados

satisfatorios, conforme esperado.

Verifica-se também a acuracia da formulacao para as analises de estabilidade ao
longo da trajetéria de equilibrio. Para isso, um novo esquema estatico é elaborado visando
uma simplificacao do modelo. Dessa forma, definiu-se uma discretizacdao com L =1 cm
e um total de 5880 graus de liberdade, conforme Figura 23. Para a simulacao de um
tubo longo, aplicou-se restricbes apenas para eliminar deslocamentos de corpo rigido,
mantendo livres os deslocamentos no plano da se¢ao transversal. Para eliminar a flexao
gerada na direcao longitudinal do tubo devido ao efeito de Poisson, restringiu-se também

a componente longitudinal dos vetores generalizados de todos os noés.

Para confirmar a validade do novo modelo, uma analise linear de estabilidade foi

realizada. As cargas criticas obtidas, em MPa, considerando pressao nao-conservativa e
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conservativa, respectivamente, sao: 0,4615 e 0,6152. Esses resultados sao praticamente

idénticos a solugao analitica, validando o esquema proposto.

A anélise ao longo da trajetoria de equilibrio seguiu o mesmo procedimento realizado
para o exemplo anterior. O incremento de carga inicial foi de A\g = 0,05, sendo mantido
constante até se alcangar o ponto critico. Adotou-se o 40,01 para a determinagao da forga
de imperfei¢ao. O sinal de o determina qual ramo da trajetéria bifurcada o método devera

seguir.

Figura 23 — Discretizacdo do tubo para determinagado da trajetoria de equilibrio

Fonte: Autor.

Apresenta-se na Figura 24 as trajetérias de equilibrio referentes aos casos de pressao
nao-conservativa e conservativa. O ponto escolhido para a determinacao dessas trajetérias
se situa sobre o eixo de simetria da estrutura deformada, sendo observado seu deslocamento

radial.

Observa-se nas trajetorias de equilibrio da Figura 24 que os pontos de bifurcacao
estao situados no fator de carga previsto pela andlise linear de estabilidade. Isso ocorreu

nesse caso, pois o trecho inicial da trajetéria se situa no regime de pequenos deslocamentos.

Outro aspecto importante a se analisar ¢ a diferenca entre as trajetérias geradas para
pressao nao-conservativa e conservativa. Observa-se uma diferenca consideravel no valor
de carga critica, chegando a ser aproximadamente 25% menor quando considera-se pressao
nao-conservativa. Conclui-se, portanto, que o efeito de uma pressao nao-conservativa nao
deve ser desprezado nas andlises de estabilidade, sob a penalidade de se estar contra a

seguranca.
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Figura 24 — Trajetérias de equilibrio para tubo sob pressao lateral externa
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Fonte: Autor.

4.4.3 Toroide submetido a flexao e tor¢ao

Este ultimo exemplo é um toroide engastado em uma extremidade e sujeito a uma
forca transversal atuando na outra extremidade, conforme Figura 25. As dimensoes que
definem o toroide sao: R = 100c¢m, r = 10 cm e espessura t = 0,5 cm. O carregamento
aplicado corresponde a uma forga distribuida ¢ = 0,1 A N/e¢m atuando no sentido negativo
do eixo z ao longo do perimetro da extremidade livre. O material empregado possui as
seguintes propriedades: E = 21000 N/cm? e v = 0,3. A discretizagao adotada esté apresen-
tada na Figura 25 e corresponde a 1392 elementos finitos triangulares com aproximagao
cubica e 44352 graus de liberdade.

Figura 25 — Esquema estatico e discretizacdo do toroide submetido a uma forga transversal

Fonte: Autor.
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Inicialmente, para A = 1,0, determinou-se as cargas criticas correspondentes ao
regime de pequenos deslocamentos. Os valores obtidos para os quatro primeiros modos

estao apresentados na Tabela 6 e os respectivos modos estao apresentados na Figura 26.

Tabela 6 — Cargas criticas (em MPa) para toroide sob flexdo e torgao

Modo Fator de carga critica (\)

1 67,9609
2 68,4315
3 75,8721
4 76,1218

Fonte: Autor.

Figura 26 — Modos de instabilidade para toroide sob flexdo e torcao
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Fonte: Autor.

Realizou-se também uma analise em grandes deslocamentos de forma a se obter a
trajetoria de equilibrio, bem como a determinacao mais precisa da carga critica real. A
trajetéria de equilibrio foi obtida por meio da estratégia do comprimento de arco, sendo

sua representagao para o ponto inferior da extremidade livre apresentada na Figura 27.

Da trajetoria apresentada na Figura 27 o fator de carga critico obtido é de 37,7.
Este valor é 44,5% menor que o valor do primeiro modo da Tabela 6, onde foi considerado
a hipotese de pequenos deslocamentos. Dessa forma, observa-se que para estruturas
mais gerais o valor da carga critica pode ser consideravelmente diferente quando se
consideram pequenos ou grandes deslocamentos. Esse fendmeno é observado principalmente
em estruturas que apresentam trajetorias de equilibrio ndo-lineares (grandes deslocamentos)

em trecho anterior ao ponto critico.

Para efeito de ilustracao, na Figura 28 apresenta-se a configuracao deslocada final
da estrutura. Assim como nos modos obtidos via analise linear de estabilidade, a regiao

mais préxima do apoio foi a que mais sofreu deformacoes.
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Figura 27 — Trajetéria de equilibrio para deslocamento na dire¢do z na extremidade de aplicagao
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Fonte: Autor.

Figura 28 — Configuracao deformada para o tltimo passo da andlise (A = 31,48)
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CAPITULO 5

ACOPLAMENTO CINEMATICO ENTRE ELEMEN-
TOS FINITOS

No contexto das estruturas compostas por perfis de parede fina, a modelagem da
conexao entre esses perfis é dificultada pela complexidade da geometria dessas regioes
e pelos dispositivos de ligacao utilizados. Dessa forma, surge a necessidade de refina-
mento mais acentuado da malha de elementos finitos de forma a capturar precisamente o

comportamento da conexao.

A metodologia aqui proposta para simplificar o tratamento dessas conexoes corres-
ponde a realizacao do acoplamento por meio de um elemento finito de sélido tridimensional.
Esse elemento finito de sélido é definido de forma a ser possivel embutir as extremidades

dos perfis que se encontram em determinada regiao, como exemplificado na Figura 29.

Figura 29 — Intuicdo do acoplamento casca-sélido

Vetor generalizado

.......

Elemento de casca

\ Elemento de Sélldo

Fonte: Autor.

A ideia central do acoplamento aqui proposto ja foi realizada por outros trabalhos do
presente grupo de pesquisa (VANALLIL; PACCOLA; CODA, 2008; SAMPAIO; PACCOLA;
CODA, 2013; PACCOLA; SAMPAIO; CODA, 2015; SAMPAIO; PACCOLA; CODA, 2015;
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PACCOLA; PIEDADE NETO; CODA, 2015; PACCOLA; CODA, 2016). Esses trabalhos
realizaram basicamente acoplamento fibra-matriz, em que a fibra é modelada com elemento
finito de barra simples e a matriz pode ser elemento finito de solido bi ou tridimensional,
elemento de casca, dentre outros. A ideia desse acoplamento é escrever a posicao dos nés
da fibra em funcao dos graus de liberdade dos elementos finitos do meio no qual a fibra
estd imersa. Dessa forma, é eliminada a necessidade de coincidéncia de nés na discretizacao

e nao sao acrescentados graus de liberdade ao problema.

Inspirado nesta ideia, pretende-se realizar aqui o acoplamento dos graus de liberdade
do elemento de casca, mais precisamente posicao e vetor generalizado, ao elemento de
solido tridimensional. O acoplamento das posi¢oes nodais é realizado de forma semelhante
ao apresentado nos demais trabalhos do grupo de pesquisa. A novidade aqui esta no
acoplamento do vetor generalizado, cujo desenvolvimento numérico serd apresentado mais

adiante. Esses desenvolvimentos resultaram em Soares, Paccola e Coda (2021a).

Para fins de organizacao, serda apresentado inicialmente a formulacao geral de
acoplamento. Em seguida, serao apresentados separadamente o acoplamento de posicao e o
acoplamento de vetor generalizado, respectivamente. Logo apds, sao discutidos os aspectos
de generalizacao e implementacao computacional. Por fim, apresentam-se os exemplos

numéricos de validagao e aplicacao.

5.1 Forma fraca e sua linearizacao

Denota-se por £ um potencial de energia genérico associado ao elemento finito que
possui graus de liberdade a serem embutidos (casca, treliga etc.), podendo representar

energia de deformagdo, energia cinética etc. A primeira variagdo de £ pode ser escrita

Ccomo.
o . 0& - —710E o OE
0 = — . 0XY + — . 0¥ =6Y — +6Y7 = 5.1
or ' T oy ax Ot oy (5:1)

sendo Y e Y os vetores de parametros nodais embutidos e nao-embutidos, respectivamente,

do elemento finito considerado.

O vetor de parametros nodais embutidos, T, serd escrito em funcao das posicoes
nodais y do elemento finito de sélido. Assim, tem-se que 6 = ¥4y, sendo ¥ a matriz de
transformacao definida a partir das grandezas que serao acopladas. Portanto, a primeira

variagao de & resulta:

o€
o€ = (5TT§§_ + 5yT\PT§é = {5TT 5yT} agg (5.2)
||

oY
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Da Equagao (5.2), o vetor de forgas associado ao potencial £ é expresso como:

o€

g£=J OY (5.3)
o O€

oY

A linearizacao da forma fraca é aqui denotada por AJE e definida como segue:

2 2
NI G N U O
oY @Y Y ®0Y (5.4)
o 0% — o 0% : '
+0Y ——AY + Y ——— AT
Y ®0Y 0Y ®0Y
ou, em notagao matricial:
%€ %€ _
= — = AY
AGE = {MT (5~i~T} X ®IY IT ©IY (5.5)
Aa & _ A@ E ] AT
Y ®0Y 0T ®0Y
Fazendo 6T = Wiy e AT = WAy obtém-se:
0*E %€ _
S — — AY
ASE — {§TT 5yT} oY ®2(9T oY ®28T (5.6)
o7 0°E o7 0°E Ay

Y ®oY — 0Y®0Y

Da Equagao (5.6), a matriz Hessiana associada ao potencial £ é explicitada como:
0?E o€ o

e | 0Y®dY T oY (5.7)
0Y ®0Y 0Y ®0Y

Nos casos em que nao é conhecido o potencial £, sua variagao ainda pode ser escrita

COIMo:
5 =6 F+6Y7E (5.8)

sendo T e f os vetores de forca associados aos graus de liberdade Y e Y, respectivamente.

De forma geral, o vetor de forgas e a matriz Hessiana podem ser escritos como:
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; of ot
£ — HE=| 0T 0T (5.9)
) ot of
o7f o2 gt %y
oY oY

Em seguida serao apresentadas as particularizagoes do acoplamento para posigoes
nodais e vetores generalizados. Basicamente serdo definidas expressoes para a matriz W

em correspondéncia aos graus de liberdade que serao acoplados.

5.2 Acoplamento de posi¢oes nodais

Os graus de liberdade embutidos Y serdo denotados por $™, representando a
posicao de um né m de um elemento finito embutido. Considerando que este nd esta
situado no interior de um elemento finito de sélido, sua posi¢ao nodal pode ser descrita

por meio das func¢oes de interpolagao do elemento de sélido como:

g =’ (Em)y’ (5.10)

sendo ¢°(€™) a funcio de forma atrelada ao né 3, de posi¢ao y?, do elemento finito de
sé6lido calculada no ponto €™ = (£7",£5",£5") correspondente ao né m do elemento finito

embutido.

A variagao da Equagao (5.10) é escrita como:
iy = ¢ (€™)oy" (5.11)
ou, em notacao indicial:
o = ¢ (€™)byl = [¢°(€™)0pa ] 30 (5.12)
Dessa forma, e lembrando que 5T, = VU;:0y,, tem-se:
Uiy = ¢7(€")0pa (5.13)

em que 0,4 ¢ 0 delta de Kronecker, n6 m e direcao p compoem o grau de liberdade embutido

7 e no B e direcdo o compoem o grau de liberdade j.

5.3 Acoplamento de vetores generalizados

Os graus de liberdade embutidos Y serdo agora denotados por V™, representando

o vetor generalizado de um né m de um elemento finito embutido. Propoe-se que as
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componentes do vetor generalizado embutido variem em fungao do tensor gradiente da

mudanca de configuracao do elemento de solido. Dessa forma, tem-se:

_ %€

v = A" = 22

(€)n™ (5.14)

em que nao ha somatério em m e A(£(™) é o tensor gradiente da funcdo mudanca de
configuracao do elemento de sélido calculado no ponto de coordenadas paramétricas £™

associado ao n6é m.

Para o elemento de sélido tem-se que ¢ (x) = ¢*(&(x))y*. Desenvolvendo a Equacao

(5.14) em notagao indicial, obtém-se:

o k
(Eykn = £ (€M) (5.15)

m _ 0Gi
om — 950

m_ 09"
: 627]' -

(m)
€y = 5

sendo a derivada direcional da funcao de forma do n6 k£ na dire¢ao do vetor n” calculada
como:

S O e
o~ 0w, = 06, 0,0 o, (>:10)

sendo A o gradiente da funcao de mapeamento da configuracao inicial do elemento finito

de sélido tridimensional.

Portanto, a relagao entre vetor generalizado e as posi¢coes nodais do elemento de

sélido se resume em:

g = 09" (gmyyh (5.17)

~ Onm
A variagao da Equagao (5.17) é escrita em notagao indicial como:

9

on™

sim = 99 (gtm)gy8 — [ <s<m>>5pa] 5y (5.18)

Dessa forma, a matriz de transformacao ¥ para acoplamento de vetores generaliza-

dos fica expressa em notagao indicial como:

9

Vi = on™

(£7)0pq (5.19)

em que n6 m e direcao p compoem o grau de liberdade embutido 7 e n6 8 e direcao «

compoem o grau de liberdade j.
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5.4 Generalizagao e aspectos sobre implementacao computacional

Caso se deseje acoplar a posi¢ao nodal e o vetor generalizado de um mesmo no,
a matriz de transformagdo W é dada pela composicao das expressoes (5.13) e (5.19).
Para exemplificar, considere que a posicao e o vetor generalizado de apenas um né serao
embutidos em um elemento sélido de N nods. Neste caso, a matriz ¥ tera dimensao 6 x 3NV,

e a expressao 0T = Wiy é expandida como:

T . T oyi
O o'(€) 0 0 e oN(E) 0 0
. . 6Ys
32 0 ¢'(€) 0o - 0 N () 0
5 0 0 ¢ 0 0 o) "
5
A = Pl A OBN (520)
56, Z@ o 0 @ o 0
n on SuN
. Ot 4 AN (5
g 0 on (€) 0 0 67(5) 0
R 8¢1 " a(bN N (Syé\r
503 0 0o —©& -- 0 0 —— (&)
6x1 L on on Jex3n 5y§v

3Nx1

sendo £ as coordenadas paramétricas do n6 embutido.

Para uma situagao mais geral, em que varios nés de um elemento finito estao
embutidos em diferentes elementos de sélido, recomenda-se a montagem do vetor de forcas

internas e da matriz hessiana a partir da seguinte expressao:

fC HCC H?S HQCS H%S
£ &
€ = ¢ f5 H® = |HS¢ HSS H5Y ... HSS (5.21)

em que os indices sobrescritos C' e S se referem ao conjunto de graus de liberdade nao-
embutidos e embutidos, respectivamente, os indices subscritos indicam o elemento finito
de soélido correspondente ao grau de liberdade embutido e M é o niimero de elementos

finitos de sdlido.

As componentes do vetor de forgas da Equagdo (5.21) sdo escritas em notagao

indicial como:

o€
(f9)i= T
: (5.22)
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As componentes da matriz hessiana da Equacao (5.21) sdo escritas em notagao

indicial como:

(H )i = 8T8(§T
(H; ) = 6T aA 0387 + aﬁg@n gﬁ )
(Hy)ij = 9 maT ——— P (E™) + UigT gji (&) (5.23)
(19 = (04€") 5 W”)) (626" marr (€™ ) +
(gfi<s<m> i)+ (3{%5(”1))%%(&”)))
em que nas expressdes (5.22) e (5.23) tem-se p,g = 1,2, ..., M, 16 § e diregio a compondo

o grau de liberdade 7 e n6 z e direcdo v compondo o grau de liberdade j. Expressoes

andlogas sao obtidas quando nao se conhece o potencial £.

A utilizagao direta das expressoes (5.21), (5.22) e (5.23), sem a montagem explicita
da matriz ¥, reduz o nimero de operagoes computacionais realizadas. Isso ocorre, pois,
como exemplificado na Equagao (5.20), a determinacao explicita de ¥ exige o armazena-
mento de termos nulos. Consequentemente, as operacgoes envolvendo esses termos nulos
existirao, o que pode causar perda de desempenho computacional quando se tem um

grande nimero de graus de liberdade embutidos.

5.5 Determinacao das coordenadas paramétricas

Uma etapa essencial para se realizar o acoplamento é a determinagao do vetor
de coordenadas paramétricas € do elemento de solido correspondente a posi¢ao § do no
embutido. Para isso, é necessario que a posic¢ao calculada a partir do elemento de sélido

coincida com a posicao do né embutido, satisfazendo a seguinte expressao:
¢"Ey"-3=0 (5.24)

O Método de Newton-Raphson pode ser aplicado para resolver a Equacao (5.24).

Assim, para um dado vetor de coordenadas paramétricas €, define-se o residuo:

r(€) =¢"(€)y" ~ ¥ (5.25)

Considerando um vetor de coordenadas paramétricas tentativa £, a linearizacao

do residuo fornecido pela Equacao (5.25) resulta:
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@(étr) -AE+O(AE) =0 (5.26)

r(€+ 08 =r(€") + o

que, desprezando os termos de alta ordem O(AE), resulta no seguinte sistema de equagoes

lineares:
Ag =M (€ r(é) (5.27)

onde a matriz M ¢ fornecida em notacao indicial como:

A a k A
€)= G €t (5.2%)
J

N or;

M" tr — 7
W) =57
Apés resolvido o sistema da Equagdo (5.27), atualiza-se o vetor de coordenadas
paramétricas tentativa é” = é” + A& e verifica-se o residuo da Equagao (5.25). Enquanto
as normas do residuo r(é”’) e da correcao A€ forem maiores que uma tolerancia pré-
estabelecida, repete-se o processo de resolugao do sistema linear da Equagao (5.27) e

correcao do vetor tentativa é”. Caso a tolerancia seja atendida, a solucao final para é é
obtida.

Cabe mencionar que a estratégia apresentada nesta secao é eficiente para encontrar
as coordenadas paramétricas em elementos pouco distorcidos. Para discretizagoes com
elementos muito distorcidos, a matriz M pode se tornar singular, inviabilizando a obtencao
da solucao. Uma alternativa é o emprego do Método dos Minimos Quadrados, que se baseia
na minimizac¢do de uma medida quadratica do erro e gera uma matriz simétrica para a
resolugao do processo iterativo. Entretanto, como no caso deste trabalho a determinacao
das coordenadas é realizada apenas sobre a configuragao inicial, a distor¢cao dos elementos é
controlada pela geracao de malha. Assim, a estratégia apresentada nesta secao é suficiente

para a determinacao precisa das coordenadas paramétricas.

5.6 Conexao entre elementos estruturais

Uma aplicacao do acoplamento aqui desenvolvido é a possibilidade de modelar
ligagoes entre elementos estruturais sem a necessidade de coincidéncia de nés na discreti-
zagao. Conforme apontado por Kwasniewski (2010), a modelagem das ligagoes é uma das
principais dificuldades na modelagem de uma edificacao para analise de colapso progressivo.
Nesse cenario, a busca por modelos de ligagao simplificados e robustos é de grande interesse

nessa linha de pesquisa.

A estratégia de acoplamento aqui proposta é aplicavel diretamente para a juncao
de elementos estruturais. Entretanto, a rigidez a ser adotada para o elemento de sélido nao

é conhecida a priori. Um valor elevado de rigidez pode ser suficiente para a modelagem de
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ligacoes rigidas. No entanto, para uma ligacao real flexivel, uma definicao adequada do

valor da rigidez é requerida.

A ideia aqui proposta para mitigar este problema consiste em anular a rigidez
do elemento de sélido e introduzir rigidez em planos seletivos por meio de elementos de
trelica. Alguns exemplos de conexao realizada com o esquema proposto estao apresentados
na Figura 30. Dessa forma, os valores de rigidez para os elementos de trelica podem
ser determinados por equivaléncia com um elemento plano, conforme exemplificado na

Figura 31. Na referida figura, a forca distribuida p possui resultante de intensidade F'.

Figura 30 — Esquemas de trelica para simulagdo da conexdo entre elementos estruturais

2

Fonte: Autor.

Figura 31 — Esquemas de trelica para determinacao de rigidez equivalente

v

Z1

Fonte: Autor.

o ke ko a

A rigidez equivalente para cada elemento de trelica é determinada de modo que o
esquema de trelica gere o mesmo deslocamento d do elemento de chapa. Para o elemento
de chapa, tem-se p = G, sendo G 0 médulo de elasticidade transversal e § = «vb. Sabendo

que F = ahgp, sendo hg a espessura da chapa, o deslocamento d é expresso como:

_Fb
N Gaho

(5.29)
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O esquema de treliga (b) na Figura 31 gera, a partir de uma anélise linear, um

deslocamento § com a seguinte expressao:

P(a? + b2)%?

0= EA()CLQ

(5.30)

Igualando-se as Equagoes (5.29) e (5.30) obtém-se a seguinte rigidez equivalente:

h
EA, = Cibo((f +b%)3/2 (5.31)

Analogamente, para o esquema de trelica (¢) da Figura 31, o deslocamento § é

€eXpresso Ccomo:

P(a? + 1)

0= 2EAQCL2

(5.32)
Portanto, a partir das Equagoes (5.29) e (5.32), a rigidez equivalente para o esquema

(c) da Figura 31 ¢é expressa como:

_ Gho

EA
0 2ab

(a® + b?)>/? (5.33)

Anélises semelhantes podem ser realizadas para outras geometrias de ligagao ou
outros esquemas de trelica. Para situagoes mais gerais, uma analise linear em elementos fini-
tos pode ser realizada como pré-processamento, possibilitando a determinagao automatica

da rigidez equivalente para os elementos de treliga.

5.7 Exemplos numéricos

A seguir sao apresentados trés exemplos numéricos com o intuito de validar a
proposta de conexao entre elementos finitos e demonstrar a aplicabilidade na modelagem

de conexoes entre membros estruturais formados de perfis de parede fina.

5.7.1 Pértico plano em “L” - secao U

Neste primeiro exemplo valida-se a obtencao de carga critica de um portico em
“L” formado por perfis de parede fina com os resultados obtidos por Basaglia, Camotim e
Silvestre (2008). A geometria e as condigoes de contorno estao apresentadas na Figura 32.
Os comprimentos L4 e Lg medem a distancia de cada respectiva extremidade apoiada ao
centroide das se¢oes dos membros B e A, respectivamente. A forca concentrada P atua
sobre o centroide da secdo transversal do membro A e u,, u, e u, indicam deslocamentos
ao longo das diregoes x, y e z, respectivamente. O material empregado possui modulo de
elasticidade E = 205 G Pa e coeficiente de Poisson v = 0,3.
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Figura 32 — Geometria, carregamento e condi¢oes de apoio para pértico plano em “L” com sec¢do
transversal em U

/“, LB =500cm
\'\:
membro B
La =500cm N
A
membro secao transversal:
Uy = Uy = Uy = 0
v Ji =0,635cm lb = 10em
k >
a=20cm
v | X

o

Fonte: Autor.

Trés casos sao modelados neste trabalho. No Caso I modela-se a ligagao entre
os dois trechos do portico com elementos de casca, Figura 33(a), semelhante ao que foi
realizado por Basaglia, Camotim e Silvestre (2008) no ANSYS. No Caso II a ligacao
é modelada por meio do embutimento dos ndés de extremidade de cada perfil em um
elemento hexaédrico de 8 nés (aproximacao linear) que possui o mesmo material do perfil,
Figura 33(b), gerando assim uma ligagao mais rigida que a anterior. Por fim, no Caso
[T apresenta-se a proposta simplificadora, que consiste em anular a rigidez do elemento
hexaédrico e contraventa-lo com elementos de trelica nos planos onde estariam presentes

os elementos de casca, Figura 33(c).

Figura 33 — Modelos adotados para a ligacao: (a) Caso I, (b) Caso II e (c) Caso III
(a) (b) ()

1 elemento de sélido — elemento de trelica
Fonte: Autor.

A rigidez para cada elemento de trelica é determinada a partir da Equagao (5.31)
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considerando a rigidez ao cisalhamento de cada plano. Para os elementos que estao presentes
em dois planos distintos, ¢ atribuida a média entre as rigidezes. Espera-se, neste Caso III,

resultados semelhantes ao Caso I, porém com um modelo de ligacao mais simplificado.

Nos casos II e III foi realizado o embutimento apenas das posi¢oes nodais, perma-
necendo os vetores generalizados livres. No Caso 111, a presenca do elemento hexaédrico
com rigidez nula garante que os nés da extremidade de cada perfil, mesmo os que nao sao
coincidentes com os nos da trelica, se desloquem apenas ao longo da reta definida pela

aresta correspondente do elemento solido.

As discretizagoes adotadas para os casos I, II e III resultam em 77605, 75994 e
75994 graus de liberdade, respectivamente. Os casos II e Il possuem o mesmo niimero
de graus de liberdade, pois os nds da trelica sao coincidentes com os nés do sélido. Essas
discretizacoes foram determinadas com base na andlise de convergéncia em carga critica
apresentada na Figura 34, onde as diferencas relativas foram tomadas com base na solucao

do ANSYS (BASAGLIA; CAMOTIM; SILVESTRE, 2008), apresentada na Tabela 7.

Figura 34 — Analise de convergéncia em carga critica para os casos I e III relativa ao ANSYS

5,0%
4,5%

4,0% |-
3,5% -
3,0%
2,5% |-

Diferenga relativa (%)

2,0% |- —o— Caso I |
—&— Caso II1
1,5% N
1,0% |
0,5% - o
0.0% ! \ \ \ \ \
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

Nimero de graus de liberdade

Fonte: Autor.

A carga critica para cada um dos trés casos aqui modelados, juntamente com
os resultados obtidos por Basaglia, Camotim e Silvestre (2008), estao apresentados na
Tabela 7. Na Figura 35 estao apresentados os modos criticos associados a essas cargas

criticas.

E avaliado também o efeito da ligagao proposta no comportamento nao-linear da
estrutura. Para isso, considera-se o Caso I como referéncia e determina-se uma trajetéria

de equilibrio por meio da estratégia Arc-Length. Uma forca de perturbagao é imposta
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nas proximidades do ponto de bifurcacao e a trajetoria de equilibrio pés-critica é obtida.
Realiza-se o mesmo procedimento para o Caso III. Ambas as trajetorias de equilibrio estao

apresentadas na Figura 36.

Tabela 7 — Carga critica (em kN) para o portico em “L” com segdo U

Referéncia Presente trabalho
GBT ANSYS Caso I Caso I1 Caso III
521,35 520,38 522,61 577,74 523,93

Fonte: Autor.

Figura 35 — Primeiro modo de instabilidade para pértico plano em “L”: (a) ANSYS, (b) Caso I
(b)

Fonte: Autor.

Figura 36 — Trajetéria de equilibrio do ponto C' na direcao x

W77 T T T T T T T T T T
500
450
400
350
300
250

P (kN)

——Caso 1
200 - 0 Caso III

150 |- N

100 |- N
50 [ N

o) O I SO BN B
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Deslocamento (cm)

Fonte: Autor.
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Observa-se que as trajetérias de equilibrio apresentadas na Figura 36 sdo pratica-
mente coincidentes, indicando que o modelo de ligacao proposto possui boa adequacao
também para avaliacdo de equilibrio pés-critico. As cargas criticas obtidas por meio
das trajetérias de equilibrio sdo aproximadamente P.. = 514,44 kN para o Caso I e
P.. = 510,65 kN para o Caso III, resultando numa diferenca relativa de apenas 0,7% entre

esses valores.

5.7.2  Pértico plano em “L” - secao I

Neste segundo exemplo é apresentado um pértico em “L” composto de perfis de
segao I analisado por Basaglia, Camotim e Silvestre (2012). A geometria, o carregamento e
as condigoes de apoio estao apresentadas na Figura 37. A forga P esta aplicada no ponto
de coordenadas (0, Lp/2, Ly), correspondente ao meio do vao da viga. A notagao para
deslocamentos é a mesma utilizada no exemplo anterior. O material empregado possui
modulo de elasticidade E = 205 G Pa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Destaca-se que o
deslocamento prescrito u, = 0,6 ¢m na se¢ao central do membro B atua como imperfeicao

geométrica, sendo imposta sobre a configuragao inicial da estrutura.

Figura 37 — Geometria, carregamento e condi¢oes de apoio para pértico plano em “L” com segao
transversal em I

conexao

L =600cm
ug = 0,6 cm (imperfeigdo geom.)

membro B

LA = 600cm segao transversal:

~~membro A

Fonte: Autor.

Trés geometrias de ligagao sao analisadas por Basaglia, Camotim e Silvestre (2012).
Na Figura 38 estao apresentadas as geometrias de cada ligagao juntamente com a mo-
delagem realizada no presente trabalho. A modelagem corresponde a introdugao de um
elemento hexaédrico com rigidez nula preenchendo o espaco de ligacao. Os nds de extremi-
dade dos membros A e B que chegam na ligacdo sao embutidos neste elemento hexaédrico.

A rigidez é entao introduzida por meio da insercao de elementos de treliga segundo cada
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plano definido pela geometria da ligacao, sendo os valores de rigidez definidos pela Equagao
(5.31).

A analise de convergéncia produz resultados semelhantes aos obtidos no exemplo
anterior. Por melhor precisao, adota-se a discretizacdo mais refinada, que resulta em 74900

graus de liberdade.

Figura 38 — Geometria e modelagem da ligagao

Conexao I Conexao 11 Conexao III
N
AS2 O A2

I\

Fonte: Autor.

Os valores correspondentes a carga critica para cada um dos modelos de ligacao
estao apresentados na Tabela 8. As siglas B-FE e S-FE denotam elemento finito de viga e
de casca, respectivamente, utilizados por Basaglia, Camotim e Silvestre (2012). A diferenga
relativa apresentada na tabela é medida com relagao aos valores referentes ao S-FE. Valores
mais elevados de diferenca relativa se devem principalmente devido ao esquema simplificado

de modelagem da ligagao.

Tabela 8 — Carga critica (em kN) para o pértico em “L” com secao I

Referéncia Presente

Ligacio —5 5P S FE  trabalho i (0)
I 252 248 2518 153
I 27 245 2376 3,02
11 273 266 27,01 1,54

Fonte: Autor.

Sao obtidas também trajetorias de equilibrio P vs. 8,4, sendo 64 a rotacao da se¢do
localizada no ponto médio do membro A, e P vs. 0g, em que A é a rotacdo da secao
localizada no ponto médio do membro B. No presente trabalho, essas rotagoes foram
determinadas com base no angulo entre os vetores generalizados nas configuragdes inicial e
atual dos nés situados sobre o centroide de cada respectiva secao transversal. As trajetérias
obtidas na presenca das ligagoes I, IT e III estao apresentadas nas Figuras 39, 40 e 41,

respectivamente.
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Figura 39 — Trajetoérias de equilibrio para o modelo com ligagao I
50 50 T T
45 45
40 40 |-
35 35+
g 30 g 30 |-
< 25 < 25|
A 20 A 20 |
T Presente trabalho 15 - - - Presente trabalho ||
o S-FE o S-FE
100 | _BrE 10 — _BFE
5 g 5@
0 | | | | | D OCD | | | | | | |
-0,30 -0,25 —0,20 —0,15 —0,10 —0,05 0,00 00 0,1 02 03 04 05 06 0,7 0,8

04 (rad)

Fonte: Autor.

0p (rad)

Figura 40 — Trajetorias de equilibrio para o modelo com ligacao II

50
45 2
40 + 27
35 < .
o 30 .
Z
= 25| .
i [l + |
?5) g - - - Presente trabalho || fg - - - Presente trabalho ||
g o SFE o SFE
104 — B-FE 10 — B-FE
5¢ 5(
| | | | | 0 | | | | | | |
,00 0,06 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,0 o1 02 03 04 05 06 0,7 08
0 (rad) 05 (rad)

Fonte: Autor.

Figura 41 — Trajetérias de equilibrio para o modelo com ligagao 111

50
45
40
35
30
25
20
15
10

5

P (kN)

- - - Presente trabalho
o S-FE
—— B-FE

- - - Presente trabalho
o S-FE
—— B-FE

0(

|
0,15 0,0

04 (rad)

| |
8,00 0,05 0,10 0,20 0,25 0,30

Fonte: Autor.

| | | | | | |
01 02 03 04 05 06 0,7 0,8
93 (rad)

Observa-se, em geral, boa aderéncia dos resultados aqui obtidos com os apresentados
por Basaglia, Camotim e Silvestre (2012). O esquema com a ligagao II, apesar de apresentar

maior diferenca relativa em termos de carga critica, apresentou trajetérias de equilibrio
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bem proximas as de referéncia. Ja a utilizacao da ligacao III, que apresenta maior rigidez,

produziu trajetorias de equilibrio visualmente coincidentes com as demais apresentadas.

5.7.3 Portico em “L” com torcdo dominante

Neste exemplo, a mesma geometria e parametros fisicos do exemplo da subsecao 5.7.1
sao usados para demonstrar a capacidade do elemento de conexao proposto em transferir
adequadamente os esforcos internos em um problema com torcado dominante. O pértico
¢ fixo na extremidade z = 0 e é submetido a uma forga horizontal P = (4 - 1073)\) kN,
sendo A o fator de carga, conforme Figura 42(a). A forga P atua na dire¢do do centroide
da secao transversal. A ligacao é modelada com o elemento de conexao e com elementos
de casca, sendo esses esquemas mostrados na Figura 42(b). As rigidezes para os elementos

de trelica contidos no elemento de conexao foram calculadas via Equagao (5.31).

Figura 42 — Portico com tor¢ao dominante: (a) esquema estatico e (b) conexdes

(a) (b)

Lp =500cm

o

— elemento de trelica
P
L4 =500cm
L’
\ IANS S Uy = Uy = Uy = _/\,_

l/ < \ Y I\ elemento de casca

Fonte: Autor.

As primeiras cinco cargas criticas estao mostradas na Tabela 9 para ambos os
modelos de conexao, sendo a ligagdo com elemento de casca tomada como referéncia. Nota-
se que as diferengas relativas entre os valores foram infimas, mostrando boa adequacao do

esquema de conexao proposto para analises lineares de estabilidade.
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Tabela 9 — Cinco primeiras cargas criticas (\) para o pértico em “L” com tor¢gdo dominante

Elemento de

Modo Casca _ Dif. (%)
Conexao
1 156,12 156,79 0,42
2 189,47 190,64 0,62
3 215,08 215,64 0,26
4 241,57 242,24 0,28
5 265,28 265,71 0,16

Fonte: Autor.

Na Figura 43 sao apresentados os trés primeiros modos para o caso que contém a

conexao proposta. Observa-se que todos os modos correspondem a instabilidade local.

Figura 43 — Primeiros trés modos de instabilidade para o problema de tor¢ao dominante

Modo 1 Modo 2 Modo 3

i

Wi
Ly
Lk

Fonte: Autor.

Na Figura 44 sao apresentadas as trajetorias de equilibrio dos pontos A e B da
Figura 42(a). Essas trajetérias foram obtidas via estratégia do comprimento de arco
juntamente com analise de autovalores. A andlise de autovalor permitiu concluir que nao
houve perda de estabilidade durante a analise, pelo contrario, observou-se ganho de rigidez.
Observa-se que, para o nivel da menor carga critica da Tabela 9, a estrutura desenvolve
deslocamentos da mesma ordem do comprimento das pecas, o que explica o fato de as
cargas criticas medidas em pequenos deslocamentos nio se confirmarem. E importante
ressaltar que a analise de autovalor deve ser realizada para se ter certeza de que nenhuma

perda de estabilidade ocorreu no processo.

Por fim, na Figura 45 é mostrada a configuracao da estrutura para o tltimo fator

de carga da analise, onde fica evidente a ocorréncia de grandes deslocamentos.
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Figura 44 — Trajetérias de equilibrio para os pontos A e B (vide Figura 42(a))

180 T
o]
160 [
(0]
1409 .
--- ponto A - Casca
< 120 73 —— ponto B - Casca -
g 8 0 ponto A - Elemento de conexao
5 100 *8 A ponto B - Elemento de conexao N
o
< 80 8 8
- (0]
2 o
S 60 13 N
o |
20 -
08 | | | | | \ | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

deslocamento z (cm)

Fonte: Autor.

Figura 45 — Configuracao final do pértico para fator de carga A = 171,07

N SR
.A,‘H S

494.57
I

— 400.00
— 300.00

— 200.00

[ 100.00
-0.00

Deslocamento X

Fonte: Autor.

5.7.4 Edificio de trés pavimentos

Neste exemplo é analisada uma edificacao de trés pavimentos, apresentada na
Figura 46. Os pilares da base possuem comprimento de 290 e¢m (da base até o centro

da ligagao). Os demais pilares possuem comprimento de 300 c¢m (de centro a centro de
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ligagao). As vigas possuem comprimento de 300 ¢m. Os pilares estao orientados conforme
o apresentado na Figura 47(a) e a secao transversal adotada para pilares e vigas estd
representada na Figura 47(b). Os dispositivos de ligagdo compreendem as caixas ciibicas de
20 ¢m de lado para conexao viga-pilar e as “tabuas” de dimensoes 300 cm x 15 ¢m X 5 em
para conexao viga-laje. As lajes sao hexagonos regulares e possuem 293 cm de lado e 15 em
de espessura. O material adotado para as lajes foi concreto: £ = 21 GPa e v = 0,2. Para

vigas e pilares adotou-se aco: £ = 210 GPa e v = 0,3.

Figura 46 — Edificacdo de trés pavimentos com planta hexagonal

VISTA FRONTAL

p
P A A

[I 11— A

VISTA SUPERIOR

T Ty

L;f | ¥

Fonte: Autor.

Figura 47 — Informagoes referentes a (a) orientagdo dos pilares e a (b) se¢do transversal dos
pilares e das vigas

(a) (b)

0.5 cm >}« 20 em

k—l
10 em

Fonte: Autor.

A estrutura possui apoios restringindo os deslocamentos nas dire¢oes x, y e z na
base dos pilares inferiores (y = 0). O carregamento atuante corresponde a uma forga
distribufda p = 1,0 - A kN/m? atuando sobre as trés lajes que compoem a estrutura, sendo

A o fator de carga. Inicialmente é imposto F' = 0,0.
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O dispositivo de ligagdo no encontro viga-pilar corresponde a um elemento hexaé-
drico com aproximagao linear e rigidez nula. A rigidez da ligacao é inserida por meio
de elementos de treliga, sendo o valor da rigidez de cada barra calculado pela Equacao
(5.33). Sdo embutidos no elemento hexaédrico as posi¢oes dos nés de extremidade das
vigas e dos pilares que chegam na ligacdo. Os vetores generalizados sao mantidos livres. A

representagao desse elemento de ligacao estd na Figura 48(a).

No encontro viga-laje, o dispositivo de ligacao corresponde a um sélido discretizado
em 5 elementos com aproximacao cibica na dire¢ao longitudinal da viga e aproximagao
linear nas demais dire¢oes, sendo ilustrado na Figura 48(b). Sao embutidas no sélido as
posicoes de todos os nés presentes na aba superior da viga. Sdo embutidos também as
posicoes e os vetores generalizados dos nés da laje situados no interior do sélido. Nesse
ultimo caso, os vetores generalizados dos nos da laje sao também embutidos de modo a
garantir a continuidade de rigidez a flexdo da laje para o sélido de conexao. O médulo de
elasticidade do sélido é definido por meio de equivaléncia com a rigidez da laje, resultando

em:

E = Eg <hhs>3 (5.34)

sendo Es e hg o médulo de elasticidade e a espessura da laje, respectivamente, e h é a

espessura do sélido de ligagao.

Figura 48 — Dispositivos de conexao: (a) elemento hexaédrico com aproximagao linear para
conexao viga-pilar, (b) sélido para conexao viga-laje (tracejado)

() (b)

barra de treliga

20 ecm

20 em

%/ 15 em

20 em
Fonte: Autor.

As vigas, os pilares e as lajes sao discretizados com elementos de casca. A malha
adotada, apresentada na Figura 49(a), resulta no total de 122673 graus de liberdade. Além
do modelo estrutural descrito, sao analisadas também situagoes com contraventamento
total e contraventamento seletivo. No contraventamento total sao inseridos elementos de
trelica com produto de rigidez FAy = 21000 kN em todas as faces laterais da estrutura,
Figura 49(b). No contraventamento seletivo, sdo inseridos os elementos de trelica apenas

nas faces associadas as diregdes de menor momento de inércia dos pilares, Figura 49(c).
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Figura 49 — Discretizacoes para as trés situacoes analisadas: (a) sem contraventamento, (b)
contraventamento total e (c) contraventamento seletivo

(a)

Fonte: Autor.

As quatro primeiras cargas criticas para cada caso de contraventamento analisado
estao apresentadas na Tabela 10. Os trés primeiros modos do caso sem contraventamento
correspondem a modos de instabilidade globais. Esses modos nao estao presentes nos
demais casos de contraventamento, conforme esperado. Na Figura 50 sao apresentados
os modos de instabilidade referentes a primeira carga critica para cada um dos casos

analisados.

Figura 50 — Primeiro modo de instabilidade para cada caso analisado

Fonte: Autor.

Para a determinacao de trajetérias de equilibrio, uma forca concentrada adicional
F = 1,0- X kN foi considerada. Essa intensidade é aproximadamente 1.5% da carga
vertical total atuante. As trajetérias de equilibrio obtidas correspondem ao deslocamento

na dire¢do = do ponto de aplicagdo da forca F' e estao apresentadas na Figura 51.
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Tabela 10 — Fatores de carga critica (A) para os casos de contraventamento analisados

Contraventamento
Modo
Ausente Seletivo Total
1 18,09 66,09 67,90
2 24,93 66,15 67,93
3 49,03 66,50 68,27
4 65,25 66,52 68,30

Fonte: Autor.

Figura 51 — Trajetoérias de equilibrio do ponto de aplicacdo da for¢a concentrada F

140 + B

120 B
’|< 100 —e— Contraventamento total -
s —a— Contraventamento seletivo
2 80 —B— Sem contraventamento o
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[}
<
5 60 a—h A A A
=
=

40 .

o

=1
= =

m

0 | | | | | | | | |
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Deslocamento (m)

Fonte: Autor.

Por fim, sao apresentadas na Figura 52 as configuracoes deformadas ao final da
analise. Em resumo, pode-se afirmar que os elementos de conexao aqui desenvolvidos podem
ser inseridos em modelos numéricos mais complexos, produzindo resultados dentro do
esperado. Além disso, a introducao desses elementos elimina a necessidade de compatibilizar

malhas na regiao da conexao, facilitando assim a construgao do modelo numérico.

5.7.5 Poértico tridimensional

Neste exemplo, outra estrutura tridimensional é analisada. De modo a verificar
o aspecto tridimensional da estrutura com conexdes, nao sao consideradas lajes. Este
exemplo é inspirado na analise de instabilidade de estrutura tridimensional resolvida por
Basaglia, Camotim e Silvestre (2012). Esta andlise de instabilidade, usando 300 elementos
finitos para vigas e colunas e 312 elementos finitos para viga transversal (total de 96213
graus de liberdade), é comparada com os resultados obtidos por Basaglia, Camotim e
Silvestre (2012), que utiliza 20250 graus de liberdade.

As condigoes de deslocamento fornecidas na Figura 53 sao: u, = u, = u, = 0 na

base das colunas (z = 0), u, = u, = 0 no centroide das conexdes viga-coluna e u, = 0
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no ponto central da estrutura (z = 0,y = 0,z = 500¢cm). Cinco forgas concentradas
sao aplicadas no centroide das seg¢oes transversais, ver Figura 53. A conexao viga-viga é

representada na Figura 53. As trés conexoes viga-pilar adotadas sdo as mesmas do exemplo

da subsecao 5.7.2, representadas na Figura 38.

Figura 52 — Configuracado deformada da estrutura ao fim da anélise

A= 17,49 \ = 143,58 \ = 60,28

Deslocamento em x Deslocamento em x Deslocamento em x
0.0000 0.5000 1.0195 -0.4270 0.0000 0.5000 0.9756 -0.1607 0.5000 1.0255

_ | d _l I- _ ld

Fonte: Autor.

Figura 53 — Geometria, condig¢des de contorno e conexao viga-viga para o pértico tridimensional

secao transversal

t = 0.8cm-fe 30cecm

500 cm

y 15em

o« o>

Fonte: Autor.
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Na Tabela 11, utilizam-se os valores da coluna S-FE, obtidos por Basaglia, Camotim

e Silvestre (2012), como referéncia para o célculo das diferencas relativas.

Tabela 11 — Carga critica (em kN) para o pértico tridimensional

Referéncia Presente Dif. (%)

Conexao
B-FE S-FE trabalho
I 325,45 327,99 332,65 1,42
1I 307,88 306,47 291,63 4,84
II1 350,00 339,20 351,48 3,62

Fonte: Autor.

Pode-se notar que as condi¢oes de contorno propostas por Basaglia, Camotim e
Silvestre (2012) restringem os movimentos globais da estrutura e sdo utilizadas para avaliar
a transmissao de empenamento pelas conexoes. Depois de verificar a convergéncia da
discretizagdo a partir da boa concordéancia dos resultados na Tabela 11, foi proposta uma
estrutura mais flexivel (chamada de poértico tridimensional modificado), ver Figura 54,
para obtencao das trajetérias de equilibrio em grandes deslocamentos. Na nova estrutura,
foram mantidas as restrigoes da base das colunas e liberadas todas as outras. Também foi
introduzido um contraventamento com barras de rigidez EFAy = 20500 kN em um lado da

estrutura, conforme Figura 54.

Figura 54 — Pértico modificado proposto para analisar o comportamento no regime de grandes
deslocamentos

P

500 cm

Fonte: Autor.
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Para o pértico tridimensional modificado, foram determinadas as cargas criticas de
instabilidade, Tabela 12, que sdo consideravelmente menores que as obtidas para o portico

inicial, Tabela 11.

Tabela 12 — Cargas criticas (kN) para o pértico tridimensional modificado

Modo Conexaol Conexao Il Conexao III

1 95,71 95,83 96,16
2 117,43 116,55 118,00
3 160,62 160,22 163,93
4 326,53 286,94 344,41

Fonte: Autor.

As trajetérias de equilibrio para o ponto A (ver Figura 54) sao representadas na
Figura 55. Como se pode observar, a perda de estabilidade ocorre proximo da carga critica.
Na Figura 55, a carga critica é representada pelo valor correspondente a média dos trés

valores referentes ao modo 1, apresentado na Tabela 12.

Figura 55 — Trajetorias de equilibrio para o ponto A — sentido negativo do eixo z
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40 - - - Carga critica .
20 =
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| | |
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Deslocamento (cm)

Fonte: Autor.

Na Figura 56(a), é apresentado o primeiro modo para a conexao I e na Figura 56(b),
a configuracao deformada da estrutura para um valor de carga de P = 102,85 kN. Neste
exemplo, é facil ver que o caminho de equilibrio seguiu o primeiro modo de instabilidade
depois que a carga limite foi atingida. Para as demais conexdes, o comportamento observado
foi idéntico.

A partir deste exemplo, observa-se que a formulagao de conexao proposta é adequada
para modelar estruturas tridimensionais gerais. Uma informagao de interesse para a
engenharia é que, para este pértico modificado em especifico, diferencas significativas em

relacao as conexoes ocorrem apenas para deslocamentos elevados.
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Figura 56 — Resultados para conexao I: (a) primeiro modo de instabilidade e (b) configuracio
deformada (u,4 = —28,96 cm, P = 102,85 kN)
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Fonte: Autor.






109

CAPITULO 6

PLASTICIDADE EM PEQUENAS DEFORMACOES

Neste capitulo é incorporado a lei constitutiva o comportamento elasto-plastico do
material em pequenas deformagoes. Essa incorporagao é realizada por meio da decomposicao
aditiva do tensor de deformacdes em uma parcela puramente elastica e outra parcela
puramente plastica. Inclui-se também a possibilidade de encruamento, que admite presenca
de rigidez durante o regime plastico. O encruamento é capaz de alterar a chamada superficie
de plastificagao, seja expandindo-a (encruamento positivo) ou contraindo-a (encruamento
negativo), como no encruamento isétropo, seja transladando-a, como no encruamento
cinematico. No caso de rigidez nula no regime plastico, a superficie de plastificacdo nao é

alterada e o regime passa a ser denominado elasto-plastico perfeito.

A superficie de plastificagdo é responsavel por delimitar a regido no espago das
tensoes em que ocorrem apenas variacoes de deformagoes elasticas. Esta superficie possui
diferentes formas, a depender do tipo de material que esta sendo estudado. Por exemplo,
para materiais ducteis, a superficie de plastificacao é melhor representada pelos critérios
de Tresca e de von Mises. Enquanto que para materiais frageis, critérios como o de Mohr-
Coulomb e o de Drucker-Prager sdo os mais adequados. No presente trabalho é utilizada a
superficie de von Mises como critério de plastificacao, visto que as estruturas de parede

fina sdo geralmente compostas de materiais ducteis, como o aco.

E de interesse também a incorporacao de plasticidade em elementos unidimensionais,
como trelica. Neste caso, apenas a componente de tensao normal é relevante na anélise
do comportamento mecénico. Assim, a superficie de plastificagao é degenerada em dois

pontos: limite de tensao de tragao e limite de tensao de compressao.

Nas proximas segoes uma breve descricao dos modelos de plasticidade ¢é realizada.
A formulacao de plasticidade apresentada neste capitulo é bem consolidada na literatura e
pode ser encontrada, por exemplo, em Simo e Hughes (1998) e Souza Neto, Peri¢ e Owen

(2008).
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6.1 Modelo elasto-plastico unidimensional

A transicao do regime elastico para o inicio do escoamento deve ser regido por meio
de um critério de plastificagdo. Esse critério, para o caso unidimensional, se d4 com base
na tensao normal atuante S. Dessa forma, diz-se que o regime de escoamento é iniciado

quando o valor absoluto da tensdo, |S|, atinge o valor da tensao de escoamento Sy.

Considerando o regime de pequenas deformagdes, realiza-se inicialmente a decom-

posicao aditiva da deformacao total:
E=E+FE° (6.1)

em que [E°€ é a parcela de deformacao elastica e [EP é a parcela de deformagao plastica.

Dessa forma, a tensao elastica é definida como:
S = EE° = E(E — EP) (6.2)

A superficie de plastifica¢do é descrita por meio de uma fungao escalar ®(S, x, q),
em que £ > 0 é o parAmetro de encruamento isétropo e ¢ é denominado tensao de
retorno (back stress) e dita a evolugdo do encruamento cinematico. Um estado de tensao
no regime elastico possui niveis de tensao inferiores a tensao de escoamento, o que leva
a ®(S,k,q) < 0. No regime plastico, o estado de tensdo se situa exatamente sobre a
superficie de plastificagao, isto é, (S, k,q) = 0. De acordo com essa definicdo, um estado
de tensao para o qual ®(S,k,q) > 0 é inadmissivel. Desse modo, define-se para o caso

unidimensional:
(I)(Sa"@Q) = ’S - q, - SH(K'> S 0 (63)

sendo S, (k) a tensao de limite eldstico fungao do parametro de encruamento isétropo s e

expressa como:
Se(k) =Sy + Kk (6.4)

em que K é denominado moédulo plastico de encruamento isétropo.

A evolugao da deformacao plastica deve ocorrer no sentido da tensao atuante. Em
outras palavras, para uma tensao de tracao igual ou acima do limite elastico, deve haver
acréscimo de deformacao plastica. Enquanto que para uma tensao de compressao cujo
valor absoluto exceda o limite eldstico, deve haver decréscimo da deformagao plastica.

Nesse sentido, define-se a seguinte lei de evolugao para a deformacao plastica:

EP = 4 sign(S — q) (6.5)
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em que ¥ é denominado multiplicador plastico, que é nulo no regime elastico e assume
valores positivos no regime plastico. A notacao de ponto sobre a grandeza fisica indica

taxa de variagao temporal.

Uma descricao simples para a evolugao do parametro de encruamento isétropo « é
assumir que o mesmo evolua em funcao da taxa de deformacio pldstica EP. Para a tensdo
de retorno ¢, considera-se a lei de evolugao proposta por Ziegler (1959). Assim, as leis de

evolucao para os pardmetros de encruamento sao expressas como:

= [EP| =4 (6.6a)
¢ = HEP = 4H sign(S — q) (6.6b)

em que H é denominado médulo de encruamento cinematico.

O multiplicador plastico foi definido de modo que no regime plastico, ® = 0, se
tenha evolugao dos parametros plasticos, isto é, ¥ > 0. J& no regime eldstico, < 0, tem-se

que 7 = 0. Desse modo, define-se a chamada condigdo de complementaridade, ou condigao
de Kuhn-Tucker!:

AP=0 com y>0ed <0 (6.7)

No regime plastico a funcao ® assume valor constante igual a zero. Portanto, sua
taxa de variacdo no regime plastico é nula, isto é, ® = 0. Nessa situacao, tem-se vy > 0.
Na iminéncia de transicao do regime plastico para o regime elastico, a funcao ® tende a
sair do valor zero e assumir valores negativos, o que gera taxa de variacdo negativa, isto é,
® < 0. Este dltimo caso ocorre quando 4 = 0. Essa descricao define a chamada condigao

de consisténcia, expressa em termos matematicos como:
”yil"):O com f')/z()e(bg()para@:() (6.8)

A taxa de variacao temporal da funcao ® é expressa como:

d):a—CDSqLa—q)QJra—q)ﬁ
Ok

= sign(S — ) [E(E - E?) — ¢| — K (6.9)
= sign(S — ¢)EE — 4(E + H + K)

A chamada condicao de Kuhn-Tucker (ou Karush-Kuhn-Tucker) é cldssica na literatura de programagao
matematica convexa no contexto de minimizagao de fungdes sujeitas a restrigdes dadas por inequagoes
(ver, por exemplo, Luenberger e Ye (2008)).
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Para obter o valor de 4 > 0, deve-se impor, a partir da condicao de consisténcia

expressa na Equacao (6.8), ® = 0. Dessa forma, obtém-se a seguinte expressao para o

multiplicador plastico:

. sign(S —q)E i

= 6.10
E+H+K (6.10)

No regime pléstico, a taxa de variagao da tensao S pode ser escrita a partir das
Equacoes (6.2), (6.5) e (6.10) como:

e E? . E(H+K) .
S=FEE-FEP) = —— | E=———"°F 6.11

( ) ( E+H+ K) E+H+ K (6.11)
Sabendo que S = (9S/0R) R, a seguinte expressao para o médulo constitutivo é

obtida:

P E se ¥y =0
9~ | E(H +K) _ (6.12)
R

Na Figura 57 é ilustrado o diagrama tensao-deformacao para uma lei constitutiva
elasto-plastica. Observa-se que o regime elastico é caracterizado apenas pelo médulo de
elasticidade E, enquanto que o regime plastico depende também dos modulos plasticos de

encruamento isotropo K e cinematico H.

Figura 57 — Diagrama tensao-deformacao para lei constitutiva elasto-plastica

S

Sy """"""""""" m

E E

=Y

Fonte: Autor.

6.1.1 Algoritmo em passo finito

As relagoes apresentadas até aqui foram escritas em termos de taxa de variacao
exata, representadas por meio de derivada temporal. No entanto, a aplicacdo em métodos
numeéricos exige que a formulacao seja adaptada para levar em consideracao a discretizacao

temporal (ou pseudo-temporal, no caso do problema estatico).
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Dessa forma, as variaveis plasticas do passo atual n + 1 sdo escritas em funcao das

variaveis conhecidas do passo n como:

E,. =E, +AE,,, (6.13a)
E? ., =EP + AEP (6.13b)
Fngl = Kn + Ak (6.13c¢)
Qo1 = Qo + Do (6.13d)
Sni1 = Sn + AS, 11 (6.13e)

Para a determinacao de alguns dos incrementos presentes nas expressoes (6.13)
¢é necessario conhecer as grandezas do passo n + 1, sendo, portanto, um procedimento
implicito. Dessa forma, surge a necessidade de se executar estagios de previsao e de

COTTECAO.

6.1.2 Estagio de previsao

No estagio de previsao, admite-se que a resposta ¢ puramente elastica, ou seja,
AE? | = Akpi1 = Agny1 = 0. Sendo assim, a deformacao plastica e os pardmetros de
encruamento permanecem iguais aos do passo n, e a tensdo tentativa S’ é expressa

Ccomo:
Sty = BB —E2) (6.14)

Com isso, pode-se verificar o critério de plastificacao para esta primeira tentativa.

Assim, determina-se o valor tentativa !, a partir desse cenario de previsao:
D)1 = |Sh 1 — @ul — (Sy + Kky) (6.15)

t . o~ 7 . _ t t
Se @, ; <0, a previsao eldstica se confirma e S, 11 = S, ;. Caso ocorra @, > 0,
que é uma situagao inadmissivel, a previsao elastica nao se confirma. Nesse caso, considera-
se que ha evolucao das variaveis plasticas, sendo essa evolucao computada no estagio de

COITEeCao.

6.1.3 Estagio de correcao

O estagio de correcao é exigido apenas quando a previsao elastica nao se confirma,
ocorrendo, portanto, evolucao das variaveis plasticas. Dessa forma, deve-se impor ®,,,1 = 0.

Na forma discreta, a evolucao das variaveis plasticas podem ser escritas como:
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AEP | = Ay sign(Sni1 — Gnt1) (6.16a)
Akpi1 = Ay (6.16Db)
Aqn—H = A’VH Sign(sn-‘rl - qn-H) (6'16C)

em que Ay é o multiplicador plastico para a formulagdo em passos finitos.

A condicao de complementaridade pode ser reescrita no contexto de passo finito

como:
AvP,.1 =0 comAy>0e P, <0 (6.17)

A imposi¢ao ®,,1 = 0 permite que seja determinado o valor de Ay > 0. Dessa
forma, e juntamente com as leis de evolugao dadas pelas expressoes (6.16), pode-se obter

a seguinte expressao:

D, = |She1 — gnat]| — (S, + Kky,
+1 \ +1 — ¢4 +1| ( Y +1) (6.18)
=¢,  —AYE+H+K)=0

A partir da Equagao (6.18), obtém-se a expressdo para o multiplicador plastico:

(I)t
il (6.19)

Ay— —n+l
TTEYH+K

Com A~ conhecido, os incrementos das variaveis plasticas ficam completamente
determinados. O valor da tensdo atuante é entao obtido a partir das variaveis atualizadas.
Pode ser também demonstrado que o médulo constitutivo elasto-plastico tangente para o

algoritmo em passo finito é o mesmo apresentado na Equacao (6.12).

6.2 Modelo elasto-plastico tridimensional

O procedimento geral de formulacao do modelo elasto-plastico tridimensional é
analogo ao do caso unidimensional. A principal diferenca é o fato de algumas grandezas
anteriormente escalares se tornarem tensoriais. Assim, em diversas etapas sao exigidas

operacoes tensoriais, o que torna a dedugao mais dispendiosa.

Realiza-se agora a decomposicao aditiva do tensor de deformagoes de Green-

Lagrange:
E=E+FE° (6.20)

sendo [E° o tensor de deformagoes elasticas e [EP o tensor de deformagoes plasticas.
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Dessa forma, o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é expresso

como:
S=¢:E°=¢:(E—-EP) (6.21)

em que € ¢ o tensor constitutivo da lei de Saint-Venant-Kirchhoff.

Considerando material isoétropo, isto é, suas propriedades sdo as mesmas em
qualquer direcao, ¢ natural afirmar que o critério de plastificacdo pode ser escrito em
funcao dos invariantes do tensor de tensoes. No caso do critério de von Mises, pode-se

escrevé-lo em funcao do invariante J, a partir da seguinte expressao:

B(J5,0) = /215 — \/gsﬁ(n) <0 (6.22)

na qual S, = Sy + Kk para encruamento isétropo linear e Sy é o valor da tensao de
escoamento. O invariante Jy do tensor de tensoes S é definido como:

1

1
T = SII8P17 = SIISIP = 5 tx(8)* (6.23)

1
2
na qual o sobrescrito D indica parcela desviadora.

Em analogia ao problema unidimensional, a presenca de encruamento cinematico é
caracterizada pela translacao da superficie de plastificagdo ao longo do eixo hidrostatico.
Assim, o tensor S é substituido por S — X, em que o tensor X é denominado tensao de

retorno (ou back stress) e tr(X) = 0. O invariante J, para o tensor de tensoes transladado

é escrito como:
B 1 D 2 1 _ 2 1 2
Jo = 18”7~ X|P = JI8 ~ X ~ ¢ tx(S) (6.24)

Outra maneira de se escrever o critério de von Mises é em funcao da tensao
equivalente de von Mises SYM. Sendo SYM = /3.5, o critério da expressdo (6.22) resulta

em:
SYM _(Sy + Kr) <0 (6.25)

Para o problema unidimensional a tensao equivalente de von Mises é igual a
tensdo atuante. Portanto, o critério apresentado na Equagao (6.25), que é equivalente ao

apresentado na Equacao (6.22), recupera o caso unidimensional.

A forma mais comum de se escrever o critério de von Mises é em fun¢ao do tensor

transladado S” — X. Portanto, o critério de plastificacdo passa a ser escrito como:
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2
©(S,X, S,) = |I8” - X - \/;SH <0 (6.26)

As condicoes de complementaridade e de consisténcia sao as mesmas apresentadas
nas Equagoes (6.7) e (6.8) para o caso unidimensional. Uma expressao para 4 pode ser
obtida a partir da condicao de consisténcia sabendo que para 4 > 0 deve-se ter o = 0.

Dessa forma, tem-se:

. ob . 0P 0P .
(S, X, 5 )=—=:S+——=: X+—5.=0 6.27
em que as derivadas de ® sao expressas como:
0P SP - X
T " _ NP 6.28
0SSP —X]| (6.282)
0P SP - X
— =——=-N? .28b
0X ISP — X|| (6.28D)
0P 2
N e 2
a5, 3 (6.28¢)

Definem-se agora as leis de evolugao para [EP, k e X. Para o tensor de deformagoes
plasticas adota-se a lei associativa, que admite evolucao segundo a direcao normal a
superficie de plastificagdo. A direcdo normal é representada pelo tensor NP, o que permite

escrever:

RP = aygi = 4NP (6.29)

Para a evolucao do parametro de encruamento isétropo k, considera-se também

uma lei associativa. Dessa forma, a evolugao é definida como:

. .0 )2
h=—V5s :'Y\/; (6.30)

O sinal negativo presente na expressao (6.30) foi inserido para que a evolucao do

encruamento seja sempre positiva, visto que por definicao tem-se ¥ > 0. Por fim, a lei de

evolucao do tensor X é definida como:
X = —4-H_— =4-HN? (6.31)

em que o fator 2/3 foi inserido de modo a se recuperar o caso unidimensional.

Dessa forma, a partir da Equagao (6.27) e das expressoes subsequentes, o multipli-

cador plastico ¥ é fornecido como:
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NP ¢ &
Y= ¢ (6.32)

2
NP:C:NP—i-g(H—i-K)

Como o tensor € é positivo definido e os modulos H e K sao ntimeros reais positivos,
a condigao % > 0 é verificada se o numerador da Equagao (6.32) resultar nimero real nao
negativo. Se for considerado o emprego de uma superficie de plastificagdao suave, como a
de von Mises, a condicao de positividade do numerador é naturalmente atendida. Este
fato decorre de que, em analogia a uma superficie no espaco tridimensional, o angulo entre
o tensor normal N” ¢ a taxa € : E resulta sempre menor ou igual a 7/2 (SIMO; HUGHES,
1998).

Assim, a taxa de variacao do tensor de tensoes S pode ser escrita como:

(€:NP)® (€: N?)

S=¢:(E-F") = |€— 5 B (6.33)
NP:C:NP+§(H+K)
ou, em notacao indicial:
. Ciimn NP Cring NP .
Sz] = Q:z]kl - d klpg P4 ]Ekl (634)

2
NinnCinnpg Npa + g(H + K)

sendo a expressao entre colchetes o tensor constitutivo elasto-plastico tangente. De forma

geral, o tensor constitutivo elasto-plastico tangente €% é definido como:

< sey =0
e — ¢ (€:NP)® (€ : NP)
NP:Q::NP—F;(H—FK)

(6.35)

sey >0

Substituindo a expressao para € fornecida pela Equacao (2.11), o tensor constitutivo

elasto-plastico tangente para ¥ > 0 resulta em:

H+K
3G

P — € —2G (1 + ) NN (6.36)

O tensor apresentado na Equagao (6.35) é também denominado tensor constitutivo
elasto-plastico tangente consistente, pois sua obtencao parte da condi¢ao de consisténcia.
Em correspondéncia ao algoritmo em passo finito, descrito nas préximas subsecoes, é
determinado o tensor constitutivo elasto-plastico algoritmico. Este tltimo corresponde a
linearizacao exata a ser utilizada no método de Newton-Raphson, tendo em vista o carater

incremental do procedimento numeérico.
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6.2.1 Algoritmo em passo finito

Assim como descrito para o caso unidimensional, o algoritmo em passo finito é
realizado em correspondéncia a uma andalise incremental. Dessa forma, a atualizacao das

grandezas do passo n + 1 a partir do passo n se da por meio das seguintes expressoes:

E,. =E, +AE,,, (6.37a)
B, =EP + AEY,, (6.37b)
Fngl = Kp + AKpi1 (6.37¢)
X1 = X + AXpis (6.37d)
S,i1 =S, + AS,.y (6.37¢)

Assim como no caso unidimensional, o procedimento em passo finito para o caso

tridimensional é implicito. Dessa forma, procede-se aos estagios de previsao e de corregao.

6.2.2 Estagio de previsao

No estagio de previsao, admite-se que nao ha atualizagao das varidveis plasticas,
obtendo-se desse modo uma solugao tentativa. Nesse contexto, tem-se que Ak, 1 = 0,
AX, 11 =0e AE? | = 0. A partir desta hipStese, o tensor de tensoes tentativa é fornecido

CcOomao:
Sy, = € (Eypy — EY) (6.39)

Substituindo a expressao do tensor constitutivo, Equagao (2.11), na Equagao (6.38),

obtém-se:
Sth1 = Mr(En )+ 2G(E, — EP) (6.39)

em que A = 2Gv/(1 — 2v).

Apbés algumas manipulacoes algébricas, obtém-se o tensor desviador (SP)! 415 CUja

expressao ¢ fornecida como:
(S”)hs1 = 2G(E — EF) (6.40)

Com as grandezas necessarias obtidas, verifica-se o critério de plastificagdo conside-

rando a previsao elastica:

2
= Xl 251+ K) (6.41)

Se ®! ., <0, a previsao elastica é verificada e as grandezas denominadas tentativas

sao as efetivamente atuantes. Caso contrario, realiza-se o estdgio de corregao.
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6.2.3 Estagio de correcao

A nao verificacdo da previsao elastica implica necessariamente em evolucao das
variaveis plasticas, isto é, Ay > 0. Assim, a condi¢ao de complementaridade exige que
®,.1 = 0. As leis de evolucao adaptadas para o algoritmo em passo finito sdo dadas em

funcao do multiplicador plastico Ay como:

AEY = AYN7 (6.42a)
2
Akpy = A’y\/; (6.42b)
2
AXn+1 = A’}/gHNfH_l (642C)

A condi¢ao ®,.; = 0 juntamente com as leis de evolugdo das expressoes (6.42)

permite obter a seguinte expressao:

2
Ppy1 = ||SE+1 — Xyl = \/;(SY + Kkny1)

A (6.43)
_<1>g+1—2Gm<1+ )_0

3G

Portanto, o multiplicador plastico Ay é determinado a partir da Equacao (6.43)

CcOomao:

”;[ e (6.44)
2G (1
G( METE )

Ay =

Dessa forma, os incrementos das variaveis plasticas ficam completamente determi-

nados, encerrando o estagio de correcao.

6.2.4 Tensor constitutivo elasto-plastico algoritmico

Com a finalidade de se garantir a taxa de convergéncia do método de Newton-
Raphson, é necessaria a determinacao do tensor constitutivo elasto-plastico algoritmico. O

tensor constitutivo é determinado a partir de:

e OSun

= 6.45
n+1 8]En+1 ( )

O tensor de tensoes expresso em funcao do incremento de deformacao plastica é

fornecido como:

Spi1=€:Epiy — € (B2 + AyN,yi) (6.46)
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Substituindo a expressao do tensor constitutivo elastico na segunda parcela da

Equagao (6.46) e derivando-se com relagao a E, 1, obtém-se:

aSn—‘,—l
aIEn—s—l

ON?
n+1

087 ) (6.47)

aEn—i—l

As derivadas de N,, ;1 e Ay sdo obtidas a partir das expressoes apresentadas nos

estagios de previsao e de correcao. Nesse sentido, obtém-se:

8A’y H+ K -1
OE;11 N (1 3G ) N1 (6.48a)
aNerl 2G 1
o 3-SIel-Nb, oN; ) A8D
OB 11 1(SP)hs1 — Xl <J 3 © nt1 @ Ny (6.48b)

Substituindo as expressoes (6.48) em (6.47), obtém-se a expressao final para o

tensor constitutivo elasto-plastico tangente:

1 _
EF = € — 20, (3 -Jle I) ~2G0, N, ®N”,, (6.49)
sendo
2G A~
0,41 = 6.50a
R TCTT (6.50a)

H+ K\ !
+ ) — Opin (6.50b)

O,1=1(1
+ (+3G

Observa-se que a Equagao (6.49) resulta na (6.36) quando se toma Ay = 0. Essa
constatacgao indica que, para passos pequenos, o tensor constitutivo fornecido pela Equacao

(6.36) constitui uma boa aproximacao para o tensor constitutivo algoritmico.

A expressao (6.49) pode ser escrita em notagao indicial, omitindo-se o subscrito

n + 1 das grandezas tensoriais, como:
. 1 .
Ciiee = Cijee — 2G04 <5ik5je - 35ij5k£) — 2G0,1 N[, N, (6.51)

Para facilitar a implementacdo computacional baseada no MEF Posicional, é
interessante a obtencao da derivada de S,,.; com relacao ao vetor de parametros nodais.

Assim, tem-se que:

aSnJrl . 8SnJrl . aE’n+1
oY  OE, 0Y

(6.52)

onde OE,1/0Y é determinado a partir da cinemaética do elemento finito empregado.

Realizando-se as simplificagoes necesséarias, a seguinte expressao é obtida:
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S, OE, — OE,, OEP
arﬂ =¢: arH —2G [enﬂ (N2, @ NP_ ) aTH + 0pin arﬂl (6.53)
ou, em notacao indicial, omitindo-se o subscrito n + 1 nas grandezas tensoriais:
8SZ i 8IEM — a]Ekg OEZ i 1 aEkk

6.3 Exemplos numéricos

Nesta secao serao apresentados dois exemplos de validagao da formulagao de
plasticidade descrita neste capitulo. O primeiro exemplo se refere a validacao da plasticidade
unidimensional aplicada ao elemento finito de trelica. O segundo exemplo consiste na

validacao da plasticidade tridimensional aplicada ao elemento finito de casca.

6.3.1 Domo trelicado

Este exemplo, apresentado em Greco et al. (2006), é comumente utilizado para
realizacao de analise nao-linear geométrica. A estrutura consiste em 24 elementos de treliga
e 13 nos, arranjados conforme apresentado na Figura 58. As propriedades utilizadas sao as
seguintes: £ = 3-10° N/em?, A= 3,17 cm?, Sy =200 N/cm? e K = 0.

Figura 58 — Vistas frontal e superior do domo trelicado

O N6 fixo

43,3 13,3

Fonte: Autor.
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A anélise foi realizada por meio da estratégia do comprimento de arco, descrita
no Capitulo 4. Para isso, considera-se que a forca aplicada possui intensidade controlada
pelo fator A. Na Figura 59 apresentam-se as trajetorias de equilibrio geradas considerando
comportamentos elastico e elasto-plastico do material, sendo a resposta de referéncia a

apresentada por Greco et al. (2006).

Figura 59 — Deslocamento vertical do ponto de aplicagdo da forga
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Fonte: Autor.

A partir do grafico, observa-se que os resultados estdo de acordo com a solugao
de referéncia para comportamento elasto-plastico. Uma ligeira defasagem é observada
no trecho final da andlise, onde ocorrem as maiores intensidades de deformagoes. Essa
diferenca é explicada pelas diferentes leis constitutivas adotadas. No presente trabalho
utilizou-se a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, baseada numa medida quadratica
de deformagao, enquanto que em Greco et al. (2006) foi utilizada a lei de Hooke. Ambas

as leis produzem resultados coincidentes no &mbito das pequenas deformacoes.

6.3.2 Tubo cilindrico

Este segundo exemplo consiste de uma tubo cilindrico com diafragmas rigidos em
suas extremidades, conforme Figura 60. No tubo atua um sistema de duas forcas auto-
equilibradas, cada uma com intensidade P = 40 kN. A parede do tupo possui espessura
ho = 1cm e o material empregado possui as seguintes propriedades: E = 21000 kN/cm?,

v=20,3, K=500kN/cm? e Sy = 25kN/cm?.

Devido a simetria do problema analisado, modela-se apenas um octante da sua
geometria. A malha utilizada para a modelagem ¢é constituida de 672 elementos finitos

triangulares com aproximacgao polinomial cibica e totaliza 21973 graus de liberdade, ver
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Figura 60. Na aresta conectada ao diafragma rigido, as restri¢oes aplicadas sao: us = us = 0.
Nas demais arestas sdo aplicadas condi¢oes de simetria. Para a determinacao das trajetorias

de equilibrio, considera-se que a for¢a P é aplicada de forma incremental ao longo de 50

passos de carregamento.

Figura 60 — Geometria e discretizacdo do tubo cilindrico
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Fonte: Autor.

Foram obtidos os resultados para uma anélise elastica e uma anélise elasto-plastica.
Esta tltima foi também realizada no software comercial ANSYS (ANSYS®, 2020) para
fins de validagao. No ANSYS, foi empregado o elemento denominado SHELL281, que
corresponde ao elemento finito quadrilateral de 8 nés, e uma discretizacao com 11406

graus de liberdade. A comparagao entre as respostas esta apresentada na Figura 61.

Figura 61 — Deslocamento vertical para baixo do ponto A
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Fonte: Autor.
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Na Figura 61 estao apresentadas as respostas elastica e elasto-plastica, bem como
a solugao fornecida pelo software ANSYS. Verifica-se que os resultados obtidos para a
analise elasto-plastica estao de acordo com o fornecido pelo software ANSYS, validando a

formulagao implementada.
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CAPITULO 7

CONTATO ENTRE SUPERFICIES

Neste capitulo é apresentada uma formulacdo de contato noé-a-superficie para
tratamento de contato entre superficies. Essa formulagao decorre de simplificagoes sobre a

formulagao integral de contato, que sera brevemente descrita a seguir.

Tomando-se um sistema contendo dois sélidos distintos, denotados pelos indices
(1) e (2), a energia total do sistema ¢ igual a soma das energias associadas a cada um
dos soélidos. Imagina-se agora o cendrio em que ocorra contato entre os solidos numa
determinada regidgo I'™ do contorno do sélido (1) e I'® do contorno do sélido (2). A
ocorréncia do contato gera forgas de superficie p. e p2. Considerando que essas forgas sdo
de natureza conservativa, a presenca das mesmas implica na adicao das seguintes parcelas

ao funcional de energia:

M=~ [ pt-y'dr®— [ p?y*ar® (7.1)
Fgl) F(C2)

em que y! e y? sdo as fungoes posigoes dos solidos (1) e (2), respectivamente.

Como a drea de contato deve ser a mesma para os dois sélidos, faz-se ', = ') = I'(?).
Além disso, da terceira Lei de Newton conclui-se que p! = —p?. Assim, pode-se escolher
ou '™ ou T'® para a realizacio da integracdo. Adotando integracio sobre I'® e fazendo
p. = p. = —p?, a parcela de energia devido ao contato expressa na Equagao (7.1) é

reescrito como:

.= [pe (y* = y)dl. = [p. gl (7.2)
I'c T.

em que g = y?> — y' é definido como o vetor gap, ver Figura 62.

Particularizando para o caso de contato sem atrito, apenas as componentes normais
a superficie s@o de interesse. Assim, pode-se escrever p, = pyn € g = gyn, em que py e
gn sao as componentes de p. e de g, respectivamente, na direcao da normal exterior n de

Fgl). Portanto, a parcela de energia para essa particularizacao resulta em:
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1—Ic = /pNgN ch (73)
e

Figura 62 — Superficies candidatas ao contato, sendo g o vetor gap e n a normal exterior a F((;l).

Fonte: Autor.

Na regiao de contato I'., deve-se garantir gy = 0, de modo a respeitar a condicao
de nao-interpenetracgao entre os sélidos. Considerando que nao ha adesao entre os solidos,
a forca de contato deve resultar sempre compressiva, isto é, py < 0. Quando nao ha
contato, observa-se py = 0 e gy > 0. Em suma, py e gy atendem a chamada condicao de

complementaridade, ou condigdo de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), expressa como:
pngy =0 com gy >0epy <0 (7.4)

A imposigao da condicdo expressa na Equagdo (7.4) acarreta na anulagao da parcela
de energia apresentada na Equagao (7.3). Portanto, a ocorréncia do contato como aqui

descrito nao altera a energia do sistema, sendo, portanto, um contato elastico.

Numa analise de contato, em geral nao é conhecida a priori a forma de IT'.. Isso
implica dificuldade adicional na formulagdo numérica do problema de contato. Apesar dessa
dificuldade, ha, por exemplo, o método mortar (WRIGGERS, 2006), cujo desenvolvimento
numeérico é baseado na formulagao integral de contato. No entanto, a aplicagdo de métodos
de contato que se utilizam de equacoes integrais nao é simples, principalmente quando se
trata de analises tridimensionais. Em vista disso, a implementagao do método mortar nao

esta no escopo do presente trabalho.

Uma aproximagao comumente realizada em andlises de contato é a aproximacao
da integral sobre o contorno I'. por um somatoério em pontos discretos de I'.. Assim, a

contribuicdo a energia é aproximada como:

N N

. = /pNgN dle =Y (pn)i(gn)iSi = Y (fn)i(gn): (7.5)

i=1 i=1

sendo N o namero de pontos escolhidos, S; a area de influéncia de cada ponto 7 e

(fn)i: = (pn)iS;i a forga concentrada equivalente em cada ponto .
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No caso discreto, a condicao de complementaridade exige que seja satisfeito gy > 0
para todos os pontos candidatos ao contato. A condi¢do gy > 0 é naturalmente atendida
quando os solidos estao afastados entre si. Resta entdo a imposicao de gy = 0 para garantir
a restricdo de contato. As duas formas mais comuns de impor essa restricado é com o
emprego do Método da Penalizacao ou do Método dos Multiplicadores de Lagrange. A

parcela de energia devido ao Método dos Multiplicadores de Lagrange é definida como:

I, = Z ()\N>i(gN>i (7-6)

i=1
sendo (Ay); o multiplicador de Lagrange associado o ponto .

Observa-se que as Equagoes (7.6) e (7.5) sdo semelhantes, e permite verificar que o
multiplicador de Lagrange possui o significado fisico de for¢a de contato. Nesse método, a
restricao é imposta em forma forte, sendo atendida de forma exata em cada ponto i apds
a obtencao do equilibrio. Uma desvantagem da aplicacdo deste método é o aumento no
numero de graus de liberdade no problema, tendo em vista que \; passa a ser incognita do

sistema.

No Método da Penalizacao, a restrigao é imposta de forma aproximada. Matemati-

camente, a parcela de energia associada ao método é definida como:

I, = ; <€]2V i (g2 (7.7)

sendo (ey); o parAmetro de penalizagao associado ao ponto i.

A Equagao (7.7) pode ser interpretada como energia potencial de uma mola que
atua em cada ponto i. Dessa forma, a restricao ¢ melhor satisfeita quanto maior o valor de
penalizacao (ey); adotado. No entanto, valores elevados de (ey); podem tornar a matriz

do sistema mal-condicionada, dificultando a busca pelo ponto de equilibrio.

No presente trabalho foram empregados ambos os métodos de restricao para
estratégia de contato denominada né-a-superficie. Essa estratégia serd descrita em detalhes

na préxima secao.
7.1 Contato né-a-superficie

Diversos trabalhos apresentam formulagoes de contato do tipo né-a-superficie, entre
eles pode-se citar Simo, Wriggers e Taylor (1985), Wriggers, Van e Stein (1990), Bandeira,
Wriggers e Pimenta (2004) e Gay Neto e Wriggers (2019). Toda formulacao apresentada

nessa segao ¢ baseada em Wriggers (2006).

Entre as duas superficies que entram em contato, escolhe-se apenas uma para

a definicdo dos pontos candidatos ao contato, denominados pontos projéteis. A outra
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superficie é denominada alvo e um ponto projétil pode entrar em contato com qualquer

ponto no interior desta superficie, ndo necessariamente com um né da discretizacao.

No presente trabalho, limita-se a realizacao do contato sem atrito. Nesse contexto, é
de interesse apenas a avaliagdo da interacao de contato normal & superficie. Portanto, surge
a necessidade da determinacao da projecao ortogonal do ponto projétil sobre a superficie
alvo. Essa projecao ¢, de modo geral, realizada por meio de um procedimento iterativo.
Nesse procedimento, para cada ponto projétil, verifica-se em cada um dos elementos finitos

da superficie alvo se o ponto de projecao ortogonal esta contido no elemento.

O procedimento de determinacao da proje¢ao ortogonal, denominado busca local,
pode ser custoso do ponto de vista computacional, tendo em vista a quantidade de processos
iterativos a serem realizados em cada iteracao da busca pelo ponto de equilibrio. Assim,
realiza-se inicialmente uma busca global, que serve para filtrar os possiveis pontos que
entrarao em contato com a superficie alvo em um determinado passo incremental. A partir
dessa filtragem, o nimero de buscas locais é reduzido, otimizando o custo computacional.

As estratégias de busca global e local estao descritas nas préximas subsecoes.

7.1.1 Busca global pelo ponto de contato

A busca global é realizada apenas no inicio de cada passo incremental e serve para
eleger os possiveis pontos projéteis a entrarem em contato com a superficie alvo. Essa
busca ¢ realizada apenas por meio da determinacao de distancias, que gera um custo
computacional baixo. Apenas para os pontos projéteis elegiveis é realizada uma busca
local. Portanto, essa etapa de busca global visa minimizar a quantidade de buscas locais a

serem realizadas, otimizando-se assim o custo computacional.

O procedimento aqui utilizado para a busca global se fundamenta na defini¢ao
de um critério baseado na distancia entre cada ponto projétil e cada elemento finito
da superficie alvo. Para o elemento finito, define-se uma esfera centrada no centro de
gravidade do elemento e com raio suficiente para que todo o elemento esteja contido no
interior da esfera. Assim, o ponto projétil que se situar no interior da esfera associada a
um determinado elemento finito é elegido para a realizacao da busca local para o referido

elemento.

De modo a simplificar o calculo, toma-se o centro da esfera a partir do centroide do
elemento finito no espago paramétrico. Este ponto nem sempre coincidird com o centroide
do elemento finito no espaco fisico, mas constitui boa aproximacao para elementos poucos
distorcidos. Denotando a maxima distancia entre o centroide e cada um dos vértices do

elemento finito no espaco fisico como d,,.x, 0 raio da esfera pode ser expresso como:

Test = 19dmax (78)
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sendo ¥ um fator ampliador do raio, aqui adotado como ¥ = 1,5.

Portanto, um ponto projétil P seré considerado elegivel para busca local quando

atender ao seguinte critério:
dP < Test (79)

sendo dp a distancia do ponto P ao centro da esfera.

7.1.2 Busca local pelo ponto de contato

A busca local é realizada por meio de um procedimento iterativo que objetiva
encontrar o ponto sobre a superficie alvo situado a minima distancia do ponto projétil.
Inicialmente, retoma-se a definicdo do vetor g, escrevendo a posicao y' em funcao das

posigoes nodais do elemento finito no qual o ponto estd contido. Assim, escreve-se:

g&)=y"-y'( (7.10)

em que y'(&) = ¢*(€)y*, sendo ¥* a posicao do né k do elemento finito que contém o
ponto alvo, e y? é a posicao de um né projétil. O ponto de contato no elemento finito da

superficie alvo é caracterizado pelo vetor de coordenadas paramétricas &.

O ponto de minima distancia pode ser obtido a partir da minimizacao do seguinte

potencial quadratico:

1, 5 1
d=_|g|?=Zg- 7.11
Slel”=5e-8 (7.11)

A minima distancia é obtida para uma determinada configuracao fixa, isto ¢, y? e y*

sao fixados. Assim, a minimizagao é realizada apenas com relacao a variavel &, resultando:

0P Og oy* -
5@::8&5@::<g.a$>5@::<—g.émj>5@::(—g-w)5§<:o (7.12)

em que t/ com j = 1,2 sdo vetores tangentes no ponto de coordenadas paramétricas & da
superficie alvo.

Portanto, para um dado vetor de coordenadas adimensionais & tentativa, o seguinte

residuo pode ser escrito:

r;i(€) = —g(&) -t/ (€) (7.13)

A anulagao do residuo da Equagao (7.13) indica que o ponto de minima distancia
corresponde a projecao ortogonal do ponto projétil sobre a superficie alvo. Sendo assim,

g(&) resulta paralelo ao versor normal calculado em & quando r(§) = 0.
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Para a obtengao do vetor £ tal que o residuo r(&) resulte no vetor nulo, emprega-se

o método de Newton-Raphson. Expandindo o residuo em série de Taylor, obtém-se:

or(§)
I

r(€+A¢) =r(&) + A +O(AE) =0 (7.14)

em que O(AE) contém os termos de ordem superior em AE.

Desprezando os termos de ordem superior na Equagao (7.14), a correcao Ag é

determinada como:

A = -M"(&)r(¢) (7.15)

sendo M uma matriz 2 X 2 simétrica expressa em notacao indicial como:

Mu(€) = T2 — 04(0) - 5(O) T© (7.16)
em que:
wul€) = V(€) - £4(6) .17

e OV 0m(E)_,
0O = e = ag0e

(7.18)

Segundo terminologia da geometria diferencial de superficies, a;; representa as
componentes do tensor métrico, denominadas componentes covariantes (WRIGGERS,
2006).

Resolvendo-se o sistema da Equagao (7.15), aplica-se a correcao: £ = € + A€. Com
o novo vetor &, verifica-se o residuo, Equagao (7.13), e determina-se a nova corregao via
Equagao (7.15). Repete-se entao o procedimento até que a norma do residuo r(§) e/ou da

correcao A& resultem menores que uma tolerancia pré-estabelecida.

Apods encontrado o ponto de projecao, deve-se verificar a ocorréncia de contato.
Antes de ocorrer o contato, o vetor g e o vetor normal ao elemento finito alvo n calculado
no ponto de projecao possuem o mesmo sentido e, portanto, g -n = gy > 0. Caso seja

observado gy < 0, o contato deve ser ativado para se garantir gy = 0.

7.1.3 Obtencao da forma fraca - Método da Penalizagao

Para contato sem atrito, é de interesse apenas a componente na direcao normal do
gap. Nesse sentido, para a aplicacao da condicao de contato via penalizacao, adiciona-se a

seguinte parcela, referente a um ponto projétil, ao funcional de energia:

e = (g (7.19)
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em que ey é o fator de penalizagdo para um ponto projétil.

A primeira variagao do potencial II,. é inicialmente escrita em notacao indicial

Como:
Oll. = engnOgn (7.20)
A variacado dgy pode ser escrita como:
dgyn =6(g-n)=n-6g+g-én=n-dig+gyn-on (7.21)

Como o vetor normal n é, por definicdo, unitario, tem-se que n - n = 1. Logo,
obtém-se a seguinte identidade: 6(n - n) = 2(n - on) = 0. Portanto, a ultima parcela da

Equagao (7.21) se anula. A variacao dg é obtida como:

) 1 8 ayl
0g =0y" — =500, — = 0&;
oy’ o0& (7.22)
= by” — 76y —t/6¢;

em que a variagao 0§; nao é independente e precisa ser determinada.

Ao substituir a Equagdo (7.22) na (7.21) e aplicar a identidade n -t/ = 0/, a

variacao dgy se simplifica como:
gy = (8y* — ¢?6y”) - n (7.23)
Assim, pode-se escrever a primeira variagao 611, como:
Ol = engn (0y” — ¢ﬁ5?’3) -n = en(0y® - ¢B5y’8) g (7.24)

ou, na forma matricial:

ol = {5y 5yg}{ e 6} = §YTEm (7.25)

_ENgOc¢

7.1.4 Linearizacao da forma fraca - Método da Penalizagao

A partir da Equagao (7.20), escreve-se a linearizacao de o011,
A(SHC = EN(SgNAgN + ENgNA(SgN (726)

sendo Agy obtido de forma andloga & Equacao (7.23), isto é:
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Agn = (Ay® = ¢’Ay’) - n (7.27)
Resta entdo a obtencao de Adgy. Para isso, realiza-se o seguinte desenvolvimento:

g = gnn
0g = dgnn + gyon
Adg = Adgyn + dgnyAn + Agyon + gyAdn (7.28)

Multiplicando ambos os lados da Equacao (7.28) pelo versor normal n e aplicando

as identidadesn-n=1,n-én =0 e n-An = 0, a linearizagdo Adgy resulta em:
Adgy = Adg-n — gyn - Adn (7.29)

Sabendo que n - én = 0, pode-se fazer A(n-én) = dn-An+n-Adén = 0. Assim,
obtém-se a identidade n - Adn = —don - An que, aplicada na Equagao (7.29), permite

escrever:
Adgy = Adg -n+ gyon - An (7.30)

O termo Adg - n pode ser obtido a partir da variacdo completa dg fornecida pela

Equacao (7.22). Assim, realiza-se o seguinte desenvolvimento:

Adg-n = A(6y” - ¢76y° — tﬂ‘é@) -

= (g? SFPAEL + 5 95§jA 5 5§]A§k + t3A5§]>
= (8& 0y A& + 2%, 5§]Ay +t 5§JA§k> n (7.31)

Para finalizar a linearizacdo da forma fraca, resta determinar as variagoes 6&;, Ay,

dn e An. A variacdo dn pode ser obtida a partir da identidade n - t* = 0, isto é:
én -t = —n - ot (7.32)

Da identidade n - dn = 0, conclui-se que o vetor dn é ortogonal n e, portanto, pode
ser escrito como combinacao linear dos vetores tangentes t! e t2. Assim, faz-se dn = ¢;t,

sendo o coeficiente ¢; determinado como segue:

on = thk
on - te = thk . te = CrQpy

on - tla;t = ¢ (7.33)
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Portanto, pode-se escrever:
on = cit' = (6n - tla; )t = —(n - 0t")ay, 't (7.34)

onde na tltima passagem foi inserida a Equagao (7.32).

De modo analogo, obtém-se:
An = —(n- At?)a_, t" (7.35)

A variacao dt‘ ¢é obtida diretamente como:

ott ott Lok —tj
St = 070 + 06, = =0y +£70¢;
oyp Ve T 9,05 = g, Y TS
e, analogamente:
857

Reunindo as expressoes obtidas até aqui, escreve-se a linearizacdo Adgy como:

B 4
Adgy = — (gﬁ SY AL + gg Ay +t3k5§jA§k> ‘n

5 5 (7.37)
+ gyn - <¢6 d +th5§]> ag, ( s Ay + tpkAfk) :

0& &y

Na busca pela variacao 0¢;, determina-se a primeira variagao do residuo r, Equacao
(7.13), da busca pelo ponto de contato. Considerando que ao inicio de cada iteragao do
processo de solucao da estrutura é realizada a busca local, sempre se tem r = 0. Portanto,

a variagao total de r é nula, isto é, or = 0, permitindo escrever:

or; = —0g-t' — g - ot

— oy - oy’ vi) o (G + t”é@)

—1] — 7 a T
= (aij —g-t ]> 0&; — (5}’2 - ¢B5yﬂ) -t — aqg -0y f = (7.38)
o que leva a:
OdP
85 = Mz' [(6y2 — ¢°5y") -t + (,;Zg : 5y51 (7.39)

e, analogamente:
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0
A& = My, [(Ay2 —¢'AY") -t + S?g : Ayel (7.40)

Para facilitar a implementacao computacional, organiza-se a linearizacdo da forma

fraca conforme a seguinte expressao:

A
AdHc:{éyg 6y§} Hff Hff Ay’z = 6YTH.AY (7.41)
Hab’v Haﬁw Ayv

em que os sobrescritos P e A denotam contribuicao nos graus de liberdade dos nés projéteis

e alvo, respectivamente, e essas contribuicoes sao expressas como:

H. = ey [nany + gnDjaNji Dy (7.42a)
Hio = ex {_”a”vﬁbe + gn (Djaltjre + DjaNjkawO)} (7.42b)
Hffﬁi — N {—nan7¢5 + 9N (RrasDry + DjaBNjlem)] (7.42¢)
HCI‘%}W =N [nan7¢ﬂ¢9 + 9N (Taﬁw + DjaBRj'ye + RkaﬁDlme + DjaﬁNjka»y@)} (7.42(1)
em que:
Dijo = Mﬂltf; (7.43a)
098
Dijog = —M;' [ t5¢° — ga—— 7.43b
jaB W14 <a¢ g (96@) ( )
9¢” 99"
Ryap = —Na—5— 4 Ja —0g, b 7.43
ot = g+ 0 G- (7430
Njk = gn (szag_plbpk) — by (7.43d)
96° _, 0"
Tagy0 = a e Uiy Ao 7.43
B0 = N (n 98, " 5g, "™ (7.43e)

ik .
sendo b, = t’" - n denominado tensor curvatura.

7.1.5 Obtencao da forma fraca - Método dos Multiplicadores de Lagrange

Para um ponto projétil, o potencial de contato considerando o Método dos Multi-

plicadores de Lagrange é escrito como:
Hc = )\NgN (744)

em que Ay ¢ o multiplicador de Lagrange e incognita do sistema.

A primeira variagao de Il. é entao escrita como:

5Hc = 5)\]\/9]\/ —+ )\N(SgN (745)
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Substituindo a Equagao (7.23) na (7.45), obtém-se:

ST = 0Angy + An(6y? — ¢%657) - n (7.46)
ou, na forma matricial:
)\Nna
0o = {62 070 oA} { —Awnag® p = 6YXTEM (7.47)
gnN

7.1.6 Linearizacao da forma fraca - Método dos Multiplicadores de Lagrange

A linearizacao da forma fraca JIl. pode ser inicialmente escrita como:
A(SHC = 5/\NA9N + A)\N(Sg]v + /\NA(SgN (748)

As variagoes e linearizagoes presentes na Equagao (7.48) sdo as mesmas ja determi-

nadas para o Método da Penalizagao. Assim, escreve-se a forma final da linearizagao:

Hgf va‘z N Ay§
AL = {oy2 o8 oA} |HAE HZL, —nad®|{ AF) = 6YTHAY  (7.49)

n, —n,¢’ 0 Ay

em que os sobrescritos P e A denotam contribuicao nos graus de liberdade dos nés projéteis

e alvo, respectivamente. Essas contribuicoes sao expressas como:

HI' = Ay Do N Dy, (7.50a)
HZ% = AN (DjaRjro + DjaNjiDisg) (7.50b)
H.Y = AN (RiapDiy + DjasNji D) (7.50c)
Hifo = AN (Tagno + DiapRire + RiagDino + DiapNji Dioo) (7.50d)

As grandezas presentes nas Equagoes (7.50) sdo as mesmas apresentadas nas
Equacoes (7.43).

7.2 Algoritmo de solugao

O problema de contato pertence a classe de problemas de otimizacao com restrigao
por inequacao. Essa classe de problemas é conhecida pela dificuldade de convergéncia
oriunda do processo de ativacao e desativacao da restrigao ao longo da analise. No algoritmo

mais basico, considera-se que a condicao de contato é verificada a cada iteracao de cada
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passo incremental. Sendo assim, podem ocorrer ativagdo e/ou desativacao de pontos de
contato para configuragoes nao-equilibradas, prejudicando a taxa de convergéncia do

método de Newton-Raphson.

Nesse contexto, diversos algoritmos ja foram elaborados visando melhorar a con-
vergéncia do processo de solugao, conforme descrito em Wriggers (2006). Em problemas
lineares, diversos desses algoritmos foram estudados por Piedade Neto (2009), cada um apre-
sentando vantagens e desvantagens para sua utilizagdo. No presente trabalho, emprega-se

um algoritmo semelhante ao utilizado em Piedade Neto (2013), descrito no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo para solucao do problema de contato

Realizar busca global;
Definir nés projéteis ativos;
convergido = falso;
enquanto convergido == falso faca
Realizar busca local com nés ativos;
Computar matriz hessiana e vetor de residuo (incluindo restrigoes de contato);
Resolver sistema (proveniente de Newton-Raphson ou Arc-Length);
Verificar critério de convergéncia;
se convergido == verdadeiro entao
Verificar se novos nés projéteis penetraram (gy < 0);
se gy < 0 entao
Marcar n6 como ativo;
convergido = falso;
fim
Verificar se ocorreu forga de tracao nos nés ativos (fy > 0);
se fy > 0 entao
Marcar n6 como inativo;
convergido = falso;
fim
fim
fim

Para aplicacao do algoritmo 1, sao definidos os chamados ndés projéteis ativos e
inativos. Ao inicio de cada passo incremental sdo determinados os nds ativos, para os quais
a restricao de contato deve ser imposta durante todas as iteragoes. Apds a convergéncia, é
verificado se h& novos nés a serem classificados como ativos e se ha algum né ativo que
precise ser desativado. Caso nao ocorra nenhuma dessas duas situagoes, a configuragao de
equilibrio foi obtida. Caso contrario, realiza-se novas iteragbes com as novas condicoes até
a convergéncia. Ressalta-se aqui que o algoritmo 1 descreve o procedimento a ser realizado

dentro de um passo incremental.

Nota-se entao que, como nao hé alteracao das condigoes de contato entre iteragoes,
a convergéncia do processo de solugao nao é mais prejudicada por esse fator. Entretanto,

pode ocorrer de um né projétil ativo trocar de elemento alvo de uma iteracao para outra.
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Como a interface entre elementos finitos nao possui, em geral, o grau de continuidade
exigido pela formulacao, esse pode ser mais um fator para prejudicar a convergéncia. Um
problema comum nessas situagoes é o chamado efeito jamming (ou zig-zagging), conhecido
na literatura de otimizacao (WRIGGERS, 2006). Esse efeito é caracterizado quando o
processo de solugdo em consecutivas iteragoes salta indefinidamente entre dois valores, nao
encontrando convergéncia. De acordo com Wriggers (2006), uma possibilidade para evitar
esse problema é o emprego do método dos conjuntos ativos, que propoe nova estratégia

para alteragoes das condigoes de contato dentro do processo iterativo.

No presente trabalho, limita-se ao emprego do algoritmo 1 para aplicagao do contato.
Por nao fazer parte do escopo principal do presente trabalho, as demais especificidades

intrinsecas ao problema de contato nao serao tratadas.

7.3 Exemplo numérico de validagao

Nessa secao é apresentado um exemplo numérico com o intuito de validar a

formulagao de contato aqui apresentada.

7.3.1 Contato entre dois blocos

Este exemplo foi elaborado por Parisch (1989) com o intuito principal de verificar
a taxa de convergéncia do método de Newton-Raphson quando se utiliza a linearizacao
consistente da forma fraca. O exemplo consiste de dois blocos alinhados em contato, sendo
um deles submetido a uma forca concentrada, conforme Figura 63. O bloco inferior esta
engastado em sua base, enquanto o bloco superior possui restri¢coes apenas para evitar

deslocamentos de corpo rigido.

Figura 63 — Dois blocos em situacao de contato.
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Fonte: Autor.
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A forca concentrada foi aplicada de forma incremental em 4 passos. A discretizagao
empregada ¢é exatamente a apresentada sobre a geometria da Figura 63, consistindo
de elementos hexaédricos isoparamétricos com aproximacao linear. Essa foi a mesma
discretizacao empregada em Parisch (1989). A andlise de contato é aqui realizada com o
Método da Penalizacao, adotando-se ey = 10°, e com o Método dos Multiplicadores de
Lagrange. A configuragdo da estrutura ao final da andlise esta apresentada na Figura 64.
Figura 64 — Configuracdo final da estrutura: (a) Método da Penalizagdo e (b) Método dos

Multiplicadores de Lagrange.
(a) (b)

Deslocamento Vertical Deslocamento Vertical
-3.7856 -3.0000 -2.5000 -2.0000 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0.0000 -3.7485 -3.0000 -2.5000 -2.0000 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0.0000
_—— e D i— o ‘

Fonte: Autor.

Em Parisch (1989), o deslocamento final no ponto de aplicacao da forca foi de 3,05.
Na presente analise, foram obtidos os valores de 3,79 e 3,75 para os métodos da Penalizacao
e dos Multiplicadores de Lagrange, respectivamente. A diferenca entre os valores aqui
obtidos e o valor de referéncia pode ser explicada pelo uso de diferentes leis constitutivas

para o elemento finito de sélido, ja que a restrigdo de contato foi corretamente atendida.

Em termos de convergéncia do processo de solugao, em cada um dos quatro passos
da andlise foram observadas apenas 5 iteragoes para ambos os métodos de restrigao,
considerando tolerancia de 107! na norma de deslocamentos (||Ay]|/||x||). Na tltima
iteracao de cada passo observou-se para os métodos da Penalizacao e dos Multiplicadores
de Lagrange valores residuais na ordem de 107! e 1076, respectivamente, para a norma

de deslocamentos e de 1078 e 107!, respectivamente, para a norma do vetor residuo.

E de interesse também observar o valor méximo do gap ao final da anslise. O valor
maximo ocorreu no né central da interface de contato e resultou em |gy| = 0,0529768 para o
Método da Penalizacio e da ordem de 107° para o Método dos Multiplicadores de Lagrange.
Em termos de forca de contato, para esse mesmo ponto observa-se | fx| = ex|gn| = 52976,8

para o Método da Penalizagao e |fx| = |Ax| = 53615,1 para o Método dos Multiplicadores
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de Lagrange. Esses valores de forca de contato sdo da mesma ordem de grandeza, conforme
esperado. Valores mais préximos devem ser obtidos para um valor maior do coeficiente de

penalizacao.

Para esse exemplo, coeficientes de penalizacio a partir de 107 comecam a prejudicar
a convergéncia do Método de Newton-Raphson, indicando mal-condicionamento da matriz

do sistema.

Desses resultados, conclui-se que a implementagao da formulagao de contato foi
realizada adequadamente. Pode-se observar também uma 6tima taxa de convergéncia
para a solugao. Além do emprego da linearizacao exata da forma fraca, a convergéncia é
adicionalmente justificada pelo fato de nenhum né projétil ter trocado de elemento alvo,

visto que os deslizamentos nao foram significativos.
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CAPITULO 8

EXEMPLOS DE APLICACAO

Nesse capitulo sao propostos alguns exemplos para avaliar o colapso de estruturas.
Cabe mencionar que, embora os problemas discutidos possam representar situacoes ideali-
zadas, o foco neste capitulo é realizar analises de estruturas de maior porte e combinar os

efeitos dos diversos desenvolvimentos apresentados nesta tese.

8.1 Portico tridimensional elastoplastico

Este exemplo trata da analise elastoplastica de um poértico que representa a estrutura
de um edificio de 4 pavimentos, conforme apresentado na Figura 65. A estrutura é composta
por perfis metalicos, sendo o material com as seguintes propriedades: £ = 210 GPa, v = 0,3,
p = 7800 kg/m?3, Sy = 250 MPa, K = 21 GPa e H = 0. Os deslocamentos de todos os nés
da cota y = 0 sao restritos nas dire¢oes x, y e z. Sao aplicadas forcas horizontais de tal
forma a gerar tor¢ao na edificacao, conforme Figura 65, em que F' = 1,0A kN, sendo A o
fator de carga. Sdo aplicadas também forcas distribuidas de intensidade p = 0,1\ kN/m

em todas as vigas.

A conexao entre os elementos estruturais é modelada conforme esquema apresentado
na Figura 66, em que os elementos de trelica possuem rigidez fornecida pela Equacao
(5.33). As vigas e os pilares sao discretizados em elementos finitos de casca. Pressupondo
que os pilares sofrerao mais deformacoes ao longo da analise, realiza-se para os mesmos
uma discretizagao mais refinada, resultando em 10 elementos finitos triangulares ctibicos
ao longo do comprimento. Para as vigas, emprega-se uma discretizagao em 5 elementos
finitos ao longo do seu comprimento. Ao longo da secao transversal, 2 elementos finitos sao
utilizados para discretizar cada mesa e a alma do perfil. Ao todo, a discretizacao resulta
em 102996 graus de liberdade.

Os fatores de carga critica obtidos a partir de uma analise linear de estabilidade

estao apresentados na Tabela 13.
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Figura 65 — Esquema estatico e dimensoes de interesse do pértico tridimensional.
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Fonte: Autor.

Figura 66 — Elemento de conexao viga-pilar.
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Fonte: Autor.

Tabela 13 — Fatores de carga critica (A.-) para o pértico tridimensional.

Modo Carga critica (\.)

1 26,1936
2 28,8583
3 37,9672
4 49,0198
5 53,3133

Fonte: Autor.
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8.1.1 Andlise estatica

Para a determinacao da trajetéria de equilibrio da estrutura, foi utilizado o Método
do comprimento de arco com fator de carga inicial Alg = 0,5 e 500 passos. O arco é
determinado na primeira iteracao do primeiro passo pelas Equagoes (4.2) e (4.3) e é
mantido constante ao longo do restante da analise. A configuragao final da estrutura para

o passo 500, correspondente a A = 5,69, esta apresentada na Figura 67.

Figura 67 — Portico tridimensional elastoplastico - configuragdo deformada.
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Fonte: Autor.

Sao obtidas também as trajetérias de equilibrio em deslocamentos para o ponto
A (Figura 65). As trajetérias estdo apresentadas na Figura 68. O fator de carga maximo
observado na figura corresponde a Ao, = 9,45, sendo 64% menor que a carga critica do
modo 1 indicada na Tabela 13. Além do efeito da nao-linearidade geométrica, a plastificagao
do material também pode explicar essa redugao no fator de carga critica. De fato, observa-se
que o inicio da plastificacao ocorreu no passo 7 da analise, para A = 3,44, correspondente
a 36% de Aoz
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Figura 68 — Trajetérias de equilibrio do ponto A (ver Figura 65).
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8.1.2 Andlise dindmica

Com base na andlise estatica, consideram-se duas situacoes de carregamento para
a analise dinamica. No Caso I, considera-se um fator de carga crescente com valor final
A = 9,0, valor inferior a carga critica determinada na analise estatica. No Caso II, considera-
se também um fator de carga crescente, agora com valor final A = 10,0, superior a carga
critica estatica. Ambos os casos de carregamentos estao devidamente definidos na Figura 69.

Os parametros para a analise dindmica sdo: At = 5ms e p, = 0,95.

Figura 69 — Casos de carregamento para andlise dindmica do pértico tridimensional.
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Fonte: Autor.
Para cada um dos dois casos de carregamento definidos, uma anélise dinamica foi

realizada. Na Figura 70 estao apresentados os graficos correspondentes ao deslocamento

u, do ponto A (Figura 65) para os casos I e II de carregamento. A partir dos graficos,
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observa-se a concordancia com a andlise estatica referente ao fator de carga maximo.
Para o Caso I observou-se estabilidade da estrutura, em que ocorreu apenas pequenas
oscilagoes em torno da posicao de equilibrio estatica. J4 no Caso II, observou-se um
aumento indefinido dos deslocamentos, indicando a nao existéncia de estabilidade para

esse nivel de carregamento, conforme previsto na analise estatica.

Figura 70 — Deslocamentos obtidos na andlise dindmica do portico tridimensional.
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8.2 Edificio de dois pavimentos

Neste exemplo procura-se avaliar uma situacao de impacto entre pavimentos. Os
pilares e vigas sao compostos de perfis metalicos de secao transversal indicada na Figura 71
e com as seguintes propriedades de material: E = 210 GPa, v = 0,3 e p = 7800 kg/m3. As
lajes possuem espessura de 15 cm e material com as seguintes propriedades: £ = 21 G Pa,
v=0,2ep=2500kg/m>. Os deslocamentos de todos os nés da cota y = 0 sdo restritos nas
direcoes z, y e z. Sao aplicadas forcas uniformemente distribuidas nas lajes de intensidade
p = 0,2kN/m? mantida constante ao longo do tempo. Para a imposicao das restricoes de

contato/impacto, foi utilizado o Método dos Multiplicadores de Lagrange.

As conexoes viga-pilar sao realizadas de forma idéntica ao exemplo anterior, con-
forme Figura 66. As conexoes viga-laje sao feitas via elemento de conexao, conforme
Figura 72, sendo 5 elementos ao longo do comprimento da viga. O médulo de elasticidade

adotado para a conexao viga-laje é calculado por equivaléncia com a rigidez da laje como:

B - B (’;) (5.1)

sendo Es e hg o médulo de elasticidade e a espessura da laje, respectivamente, e h é a

espessura do sélido de ligagao.



146 8. FEzemplos de aplicacao

Nas conexoes viga-pilar, apenas os graus de liberdade de posi¢coes nodais sao imersos
no solido de ligacao. Nas conexoes viga-laje, além da imersao das posi¢oes nodais, os
vetores generalizados dos nos da laje também sao imersos, de modo a garantir continuidade
de rigidez a flexao da laje para o sélido de ligacgao.

Figura 71 — Esquema estatico e dimensoes de interesse do edificio de dois pavimentos.
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Figura 72 — Elemento de conexao viga-laje (tracejado).
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Fonte: Autor.

As discretizagbes para pilares e vigas seguem as mesmas do exemplo anterior,
consistindo de 10 elementos ao longo do comprimento para os pilares, e 5 elementos para
as vigas. Na se¢ao transversal, sao utilizados 2 elementos finitos para discretizar cada mesa

e a alma do perfil. Ao todo, a discretizagao resulta em 55803 graus de liberdade.

Para avaliar a situacdo de impacto, realiza-se apenas a andlise dinAmica. Além
disso, considera-se que a laje do pavimento superior nao possui restrigoes, de modo que o
carregamento faca com que a mesma caia sobre a laje do pavimento inferior. Os parametros

adotados para a andlise dindmica sdo: At = 10ms e po = 0,60.
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Na Figura 73 apresenta-se o deslocamento vertical do ponto central da laje do
pavimento superior em func¢ao do tempo. Observa-se que a restricio de contato foi

devidamente imposta, impedindo a laje superior de atravessar a laje inferior.

Figura 73 — Deslocamento vertical do ponto central da laje do pavimento superior do edificio.
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Para verificar o efeito do impacto no pavimento inferior, apresenta-se, na Figura 74,
o deslocamento vertical do ponto central da laje inferior em func¢ao do tempo. No gréfico,
pode-se notar a diferenca de comportamento que ocorre apds o impacto, evidenciando a

forte nao-linearidade que aparece.

Figura 74 — Deslocamento vertical do ponto central da laje do pavimento inferior do edificio.
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Para ilustrar a movimentacao do edificio, na Figura 75 sao apresentadas algumas

configuragoes da estrutura ao longo do tempo.
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Figura 75 — Configuragoes do edificio de dois pavimentos em seis instantes selecionados.
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Fonte: Autor.

Observa-se neste exemplo que a adogao do raio espectral p,, = 0,60 causou um
amortecimento numérico nas respostas. Para raios espectrais maiores (menor amorte-
cimento), foi notada dificuldade de convergéncia da solu¢do em decorréncia das altas

frequéncias de vibracao no instante do impacto. Dessa forma, conclui-se que a adog¢ao de
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um valor adequado de raio espectral é importante para a obtencao de solugoes numéricas

na presenca de altas frequéncias de vibragdo, como em situacoes de impacto.

De modo geral, conclui-se, a partir desses ultimos exemplos, que a ferramenta
computacional aqui desenvolvida permite realizar analises de colapso progressivo. No
exemplo da secao 8.1 mostrou-se ser possivel representar situacoes de colapso em decorréncia
da plastificacdo de membros estruturais. Ja o exemplo da secao 8.2 indica que numa analise
de colapso progressivo, o processo de impacto entre os pavimentos pode ser devidamente

representado.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo principal a simulacdo do comportamento
mecanico de estruturas compostas por perfis de parede fina em situagao de colapso. Nesse
contexto, diversos desenvolvimentos foram realizados, inclusive com proposi¢oes originais,
0s quais permitiram a avaliagao precisa do comportamento mecanico de tais estruturas.
Para a modelagem numérica, foi empregado o Método dos Elementos Finitos em sua
abordagem posicional, admitindo como parametros nodais basicos posicoes e vetores
generalizados ao invés de deslocamentos e giros. Como ja conhecido de trabalhos anteriores
do grupo de pesquisa, esta formulacao possui uma vantagem evidente na descricao de
grandes rotagoes, ja que a utilizagao de vetores generalizados para tal descrigao torna
dispensavel a adogao de estratégias para a resolucao do problema de nao-comutatividade
de giros finitos no espago tridimensional. Além disso, a adogao de vetores generalizados
ao invés de giros permite que a descricao Lagrangiana Total do equilibrio possa ser

naturalmente empregada.

As estruturas de parede fina sdo conhecidas por serem mais suscetiveis a fendomenos
de instabilidade, de modo que as trajetérias de equilibrio considerando o desenvolvimento
de grandes deslocamentos podem se tornar mais complexas. Assim, torna-se dificultada a
obtencao dessas trajetérias. Nesse sentido, foi empregada a estratégia do comprimento de
arco, na qual o fator de carga se torna variavel adicional do problema. Nesta estratégia,
uma equacao adicional de restricao do espaco de solugoes é considerada, permitindo a
determinacao natural de trechos estaveis e instaveis da trajetéria de equilibrio. Além disso,
foi desenvolvida uma estratégia de escolha de qual trajetéria de equilibrio seguir para além
de um ponto de bifurcacdao. A estratégia consiste na obtengao de uma forca de perturbagao
determinada com base no modo de instabilidade correspondente a trajetéria desejada e
aplicada na vizinhanca do ponto de bifurcacdo. Dessa forma, consegue-se ultrapassar o
ponto de bifurcagao e o método de solugao segue a trajetoria pretendida. Os exemplos
numéricos realizados demonstram a aplicabilidade dessa estratégia na determinacao de

trajetorias de equilibrio que apresentam bifurcagoes.
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Uma aplicagao relevante e difundida dos perfis de parede fina é como elementos
estruturais em edificagoes. No estudo do comportamento mecanico desses edificios surge a
necessidade de modelar as ligacoes entre os elementos estruturais. Uma modelagem precisa
da geometria e dos componentes da ligacao pode ser realizada caso se deseje analisar
detalhadamente o comportamento mecanico. Todavia, numa andlise do comportamento
global de uma edificacao, modelos mais simplificados de ligacdo podem ser adotados. No
presente trabalho, desenvolveu-se um elemento de conexao capaz de unir dois ou mais
membros estruturais sem a necessidade de compatibilizar discretizacoes. A adocao de uma
rigidez elevada para este elemento de conexao permite a modelagem de ligagoes rigidas.
Para a simulagao de uma ligagao flexivel, pode-se anular a rigidez do sélido de conexao
e inserir rigidez em planos especificos por meio de elementos de trelica, para os quais
determinam-se rigidezes equivalentes em correspondéncia a rigidez de seus respectivos
planos. Os exemplos numéricos de validagdo demonstram a aplicabilidade desta estratégia
evidenciando que uma estratégia de simples aplicagdo pode ser robusta e conduzir a

resultados satisfatorios.

Com o objetivo de simular de forma precisa o fenémeno de colapso estrutural, se faz
necessaria a incorporacao de nao-linearidades fisicas, como plasticidade do material, e de
contato/impacto. Além disso, a movimentagao da estrutura na condigao de colapso pode
tornar os efeitos inerciais significativos, de modo que uma anélise dindmica se torna mais
adequada. Nesse sentido, o presente trabalho considerou a presenca de materiais elasto-
plasticos, para os quais o limite elastico é definido pelo critério de von Mises, sendo este
critério adequado para materiais dicteis, como o ago. Para andlise dinamica, empregou-se
para integragao temporal o método a-generalizado, com o qual é possivel controlar de
forma mais precisa a dissipagao numérica, permitindo também um controle melhor da
estabilidade numérica do algoritmo. Exemplos de validagao para elasto-plasticidade e para

andlise dinamica foram realizados e os resultados se mostraram satisfatorios.

Referente a andlise de contato/impacto, foi implementada a estratégia né-a-
superficie. Nessa estratégia, em uma das superficies, denominada projétil, sdo tomados os
nos que podem entrar em contato com qualquer ponto de outra superficie, denominada
alvo. Como pode ser notado, essa é uma estratégia simplificada que leva em consideracao
de forma aproximada as superficies envolvidas. No entanto, essa estratégia se mostrou
suficiente para a obtencao do comportamento mecanico da estrutura em situagao de

contato, conforme verificado nos exemplos realizados.

De modo geral, a partir dos desenvolvimentos e das implementacoes realizadas, foi
obtida uma ferramenta computacional que possibilita a realizacao de analises mecanicas de
estruturas compostas por perfis de parede delgada. Em particular, possibilita a realizacao
de analises de colapso, tendo em vista a implementacao referente a degradacao do material

por plastificacdo e também as estratégias numéricas mais eficientes, como a estratégia
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do comprimento de arco e o método a-generalizado. Assim, conclui-se que a ferramenta
aqui desenvolvida pode ser utilizada em situagoes praticas de projeto e de verificacao,

principalmente de estruturas metalicas.

9.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Uma primeira sugestao para desenvolvimento futuro é a automatizacao da geragao
do elemento de conexao casca-solido. Nesse contexto, sugere-se desenvolver estratégias
para geragao automatica dos planos de trelica imersos e para calculo automatico do valor

de rigidez necessario para atribuir a cada barra.

Para a modelagem da degradacao do material, sugere-se a ado¢ao de modelos de
plasticidade consistentes com o regime de grandes deformacoes. E interessante também
observar a aplicacao de leis de evolucao mais representativas de acordo com o material
empregado. A melhoria nesses aspectos possibilitara previsdes mais precisas do processo

de colapso estrutural.

Para problemas estruturais em que andlises de contato/impacto sdo relevantes,
sugere-se a adocao de um método mais robusto, como o método mortar, por exemplo.
Algoritmos para identificacao e aplicacdo do contato também merecem atencao, tendo em

vista os problemas ja conhecidos descritos na literatura de otimizacao restrita.

Por fim, sugere-se a elaboragao de modelos estruturais mais representativos de
edificagoes reais. Sabendo que esses modelos serdo maiores e com um numero muito maior
de graus de liberdade que os exemplos apresentados nessa tese, uma implementacao de

paralelizacao em memoéria distribuida, como o padrao MPI, pode se fazer necesséria.
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