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RESUMO

BERNARDO, C. C. L. G. Enriquecimento da cinematica em elementos finitos de porticos
planos laminados para a regularizacio das tensdes cisalhantes em analise
geometricamente nao linear. 2021. 109p. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia de

Estruturas) — Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Materiais compositos laminados sao amplamente utilizados como solug¢des nos problemas de
engenharia devido ao controle sobre suas propriedades mecanicas durante a sua fabricagdo. Um
dos critérios de falha desse tipo de material ¢ o descolamento entre camadas adjacentes devido
as tensdes internas que atuam em suas interfaces de contato, o que mostra a importancia de uma
analise cuidadosa para a estimacdo desses valores. Por causa disso, existem varias teorias
capazes de aproximar o comportamento de estruturas laminadas. As mais rebuscadas, porém,
exigem recurso computacional significativamente elevado, ao passo que as mais simples
fornecem resultados locais pouco precisos, além de serem incapazes de reproduzir a cinematica
zigue-zague inerente aos laminados. Diante desse cendrio, este trabalho desenvolve uma
formulacao capaz de simular pérticos planos laminados por meio da teoria de deformacgao por
cisalhamento de primeira ordem (FSDT) acrescida de um enriquecimento de formato zigue-
zague na cinematica transversal. Essa formulacdo foi desenvolvida no ambiente do método dos
elementos finitos com parametros nodais em posi¢des, incluindo o modo de empenamento
zigue-zague com intensidade associada aum parametro nodal. O perfil desse modo zigue-zague
¢ calculado de acordo com a rigidez relativa entre as camadas do material e garante que o
numero de incognitas do problema ndo varie com o numero de camadas. Além disso, também
foi criada e implementada uma estratégia para a regularizacdo das tensdes de cisalhamento
transversais que garanta a sua continuidade. O algoritmo realiza uma analise geometricamente
nao linear, caracteristica inerente a formulagao posicional, com descrigdo Lagrangiana total. Os
elementos finitos utilizados dispdem de aproximacdo cubica e vetores generalizados para
indicar a dire¢do da secdo transversal de acordo com a cinematica base (FSDT). No modelo
mecanico foram utilizadas a deformacao de Green-Lagrange, a tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie e a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. Por fim, as equagdes de
equilibrio foram obtidas pelo principio da estacionariedade da energia mecanica total.

Palavras-chave: método dos elementos finitos posicional; pérticos laminados; enriquecimento

de cinematica; analise nao linear; zigue-zague.






ABSTRACT

BERNARDO, C. C. L. G. Kinematics enhancement of 2D laminated frames finite elements
for shear stress regularization in geometrically nonlinear analysis. 2021. 109p. Dissertation
(M. Sc. in Structural Engineering) — Department of Structural Engineering, S3o Carlos School
of Engineering, University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2021.

Laminated composite materials are widely used as solutions in engineering problems due to the
high control over their mechanical properties during their manufacture. One failure criteria of
this type of material is the delamination between adjacent layers due to the internal stresses that
exist on its contact interfaces. Because of this, there are several theories capable of
approximating the behavior of laminated structures. The most complex ones, however, require
significantly high computational effort, while the simplest ones provide inaccurate local results,
in addition of being unable to reproduce the zigzag kinematics inherent to laminates. For that
reason, this work develops a formulation capable of simulating laminated 2D frames using the
first order shear deformation theory (FSDT) with a zigzag format enhancement in the
transversal kinematics. This formulation was developed using the Finite Element Method with
positions as nodal parameters and, as a differential, it allows the intensity of the zigzag
enhancement profile to be adjusted by a nodal parameter. That profile is previously calculated
according to the references used, which ensures that the number of unknowns of the problem
does not increases with the number of material layers, which makes the formulation more
computationally accessible. In addition, a strategy was also developed and implemented to
regularize the transversal stresses at the interface between layers to ensure the continuity of
these values. The algorithm performs a geometrically nonlinear analysis, which is inherent to
the positional formulation, with a full Lagrangian description. The finite elements used have
cubic approximation and generalized vectors to indicate the direction of the cross section related
to the base kinematics (FSDT). Moreover, the Green-Lagrange strain, the second Piola-
Kirchhoff stress and the Saint-Venant-Kirchhoff constitutive law were used. Finally, the
equilibrium equations were obtained by the Principle of Stationary Mechanical Energy.

Keywords: positional Finite Element Method; laminated frames; zigzag; nonlinear analysis.
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1 Introducao

1.1  Generalidades

Com o aprimoramento das tecnologias de engenharia, a demanda por materiais com
propriedades especificas tornou-se usual. Entretanto, frequentemente essas caracteristicas
podem nao ser encontradas em materiais obtidos na natureza. Assim, para garantir a
particularidade desejada, estudiosos combinam componentes diferentes para criar materiais
com propriedades manipuladas conforme suas necessidades. Tal procedimento d4 origem a

novos sistemas, como os materiais compdsitos fibrosos, particulados, lamelados e laminados.

Como o proprio nome sugere, materiais laminados sdo formados por camadas,
chamadas de 1aminas, de diferentes materiais, nas quais uma de suas dimensdes € muito menor
que as outras duas. De acordo com Jeyachandrabose e Kirkhope (1985), tais solu¢des sao
amplamente utilizadas nas industrias, pois podem garantir elevados valores de resisténcia e
rigidez por unidade de massa, comportando-se melhores que os materiais constituintes
individualmente para uma mesma aplicagdo. Os mecanismos de ruptura de um sistema
composto por laminas sdo dados principalmente pela falha em cada um dos materiais e pelo
afastamento ou deslizamento entre laminas adjacentes, sendo o segundo a causa dominante de
ruptura na maioria dos casos (TALREJA; VARNA, 2015). Portanto, para a utilizacao segura
do material, torna-se necessario o calculo preciso de tensdes ao longo de seu volume,
principalmente os advindos de esforcos solicitantes de cisalhamento avaliados na interface de

contato entre camadas.

Na mecanica dos solidos, simplificagdes da geometria e da cinematica de estruturas sdo
frequentemente adotadas para arealizagao do calculo estrutural. Desse modo, elementos s6lidos
que possuem um dos lados com dimensao muito menor que a dos outros dois sao usualmente
chamados de cascas ou placas, enquanto os que possuem uma dimensdao muito maior que as
outras sdo chamados de barras. Estruturas formadas por barras sdo habitualmente aplicadas em
problemas de engenharia, principalmente nas indudstrias aerondutica, mecanica, civil e
aeroespacial. Podem ser citados como exemplos os perfis metalicos, as barras laminadas, a
estrutura de edificios usados na engenharia civil (Figura 1), os dutos para transporte de gases e
liquidos aplicados na indéstria quimica, entre outros. E importante citar que, em parte das

aplicacdes, esses elementos podem sofrer grandes deslocamentos e rotacdes, o que limita a
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utilizacao do calculo geometricamente linear classico. Felizmente, com a modernizagao dos
computadores € a popularizagdo dos métodos numéricos, problemas como esse podem ser

resolvidos com relativa simplicidade e rapidez, como realizado nessa dissertagdo de mestrado.

Figura 1 — Elementos de barras em estrutura de edificio

Fonte: Elaborado pelo autor.

1.2  Estado da arte

Para a compreensdo da finalidade e da importancia desta pesquisa, faz-se necessario a
consulta do atual estado da arte a respeito da tematica geral que engloba este trabalho, fazendo
mengao especifica, quando necessario, a assuntos especificos do mesmo. Em virtude disso,
neste item ¢ feita a revisdo bibliografica sobre materiais compositos e método dos elementos

finitos, visto que esses temas sao os pilares desse estudo.

1.2.1 Materiais compositos

Dois ou mais materiais podem ser unidos em escala macroscopica a fim de produzir
novos materiais. Desse modo, tais sistemas de materiais criados a partir da aglutinacao de outros
sdo chamados pela literatura de compdsitos (REDDY, 2004). Segundo Jones (1999), para ser
classificado como composito, os componentes de um material devem ser observaveis a olho nu,
ao passo que também atuem de forma macroscopicamente homogénea, ou seja, como um corpo
unico.

Essa transformacdo pode conferir aos materiais compositos caracteristicas ndo
encontradas em materiais puros. Como sdo fabricados em fung¢do da aplicacdo, tais materiais
podem apresentar ndo apenas as melhores qualidades de cada constituinte, mas também

caracteristicas novas que os constituintes ndo apresentem trabalhando isoladamente. A
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aplicacdo desses materiais na engenharia pode conferir melhorias na resisténcia mecanica,
rigidez, resisténcia a corrosdo, isolamento actustico, resisténcia a fadiga, condutividade térmica,
isolamento térmico, resisténcia ao desgaste e redu¢do da massa do produto final (JONES, 1999;
REDDY, 2004). Nesse contexto, pode-se utilizar o concreto como exemplo de material
compdsito amplamente utilizado na engenharia civil. De acordo com Mehta e Monteiro (2006),
o concreto ¢ um material composito formado basicamente por particulas ou fragmentos de

agregados dispersos em um meio ligante.

A estrutura basica de um material composito ¢ formada por duas fases: o reforco e a
matriz. Segundo Daniel e Ishai (1994), o refor¢o geralmente ¢ um material descontinuo,
resistente e rigido que pode apresentar diferentes formatos em funcdo da aplicagdo. A matrizé
a fase continua que mantém o reforco fixo, sendo usualmente menos rigido e resistente que ele.
Em alguns casos, os materiais selecionados podem reagir quimicamente entre si, provocando o
surgimento de uma terceira fase a partir da interface entre eles, chamada de zona de transigao

(Figura 2).

Figura 2 — Fases de um material compdsito
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como o material utilizado como refor¢o tem propriedades diferentes do utilizado como
matriz, sua geometria, distribui¢do e percentual no meio influenciam diretamente o
comportamento mecanico do composito. Para exemplificar essa afirmag¢do, Daniel e Ishai
(1994) comentam que nos casos de compositos de baixa e média performance, o reforgo
colabora com o enrijecimento global do material, mas a resisténcia mecanica ¢ melhorada
apenas nas suas proximidades, visto que usualmente sdo feitos de fibras curtas e particulas. A
matriz, nesse caso, por ser o constituinte mais abundante, ¢ a parcela que administra o

comportamento mecanico global do material, sendo a principal responsavel por resistir aos
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esfor¢os. Por outro lado, no caso de compdsitos de alta performance, o reforgo € frequentemente
feito com fibras continuas e € o principal responsavel pela resisténcia mecanica do material na
diregdo das fibras. Nesse cendrio, a matriz oferece apoio e prote¢do ao reforco contra agentes

externos, como umidade, temperatura e agentes quimicos.

1.2.1.1 Classificacoes dos compositos

Os materiais compdsitos podem ser classificados em fun¢do da geometria e distribuicdo
dos materiais constituintes. Existem quatro classificagdes mais aceitas na literatura (JONES,
1999): os compositos particulados, os compdsitos fibrosos, os compdsitos laminados e os
compositos hibridos. Essas classifica¢des serdo explicadas de forma sucinta nos paragrafos
seguintes com maior enfoque nos compositos laminados, que serdo abordados nos

desenvolvimentos propostos nesta pesquisa.
a) Compositos particulados

Os compositos particulados sao caracterizados por particulas macroscépicas de um ou
mais materiais, metalicos ou nao, suspensas em uma matriz de outro material. Desse modo,
quatro combinagdes sdo possiveis em fung¢ao da natureza do material: particulas metalicas em
matriz metalica, particulas metalicas em matriz ametélica, particulas ametalicas em matriz
metalica, particulas ametédlicas em matriz ametalica (JONES, 1999). Cada uma das
combinagdes citadas confere caracteristicas diferentes ao particulado. Devido a aleatoriedade
da distribuicdo de particulas na matriz, esses materiais muitas vezes sdo considerados
homogéneos e isotropicos em uma escala maior que o tamanho e espagamento entre particulas
(DANIEL; ISHAIL 1994). A Figura 2 exemplifica de forma ilustrativa a estrutura de um

composito particulado.
b) Compositos fibrosos

Os compositos fibrosos possuem como caracteristica a utilizacao de fibras como reforgo
do material. Fibras podem ser definidas pela alta relacdo comprimento-diametro e pela ordem
de grandeza do didmetro, que costuma ser proxima ao tamanho de um cristal do material
(JONES, 1999). A principal vantagem de sua aplica¢do ¢ o ganho de rigidez e resisténcia
mecanica que a introdugdo das fibras confere ao material resultante quando comparado ao
material ndo reforcado (REDDY, 2004). Jones (1999) aponta que placas de vidro comum
fissuram sob agdo de tensdes proximas a 20 MPa, ao passo que fibras de vidro possuem

resisténcia mecanica entre 2800 MPa e 4800 MPa nas formas comerciais e aproximadamente
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7000 MPa em preparos feitos em laboratério. No compdsito, a matriz € responsavel por manter
as fibras unidas, protegé-las do ambiente externo e distribuir as cargas entre elas. Tais esforcos
sdo transferidos como tensdes cisalhantes pela interface de contato entre a matriz e a fibra ao
longo do seu comprimento. Devido a esse cenario, ¢ comum a utilizacdo de agentes quimicos
para fortalecer a aderéncia entre os dois materiais. As fibras sdo geralmente incumbidas de
resistir ao carregamento aplicado e, nas regides que surgem tensdes compressivas, a matriz

oferece apoio lateral, reduzindo a tendéncia de ocorrer flambagem (REDDY, 2004).

Ainda no que dizrespeito a compositos fibrosos, € importante saber que embora a matriz
mantenha as caracteristicas do seu material base, as fibras apresentam propriedades que variam
conforme a sua dire¢cdo (REDDY, 2004). Por isso, a orientacdo das fibras ¢ de suma importancia
para o comportamento mecanico do composito, e a forma como sdo distribuidas pode alterar
significativamente o nivel de ortotropia ou anisotropia do material. Em fun¢ao do reforgo, o
material pode ser subdividido em dois tipos: Os compdsitos de fibras curtas, ou descontinuas,
e os de fibras longas. No caso de fibras curtas ou descontinuas, que sdo longas quando
comparadas ao seu didmetro, os refor¢os podem ser orientados em uma tinica dire¢do ou podem
ser espalhados em dire¢des aleatdrias, como ilustram a Figura 3a e a Figura 3b. No primeiro
caso, o material torna-se ortotropico, apresentando propriedades diferentes na dire¢do de
orientagdo das fibras, mostrando geralmente maiorrigidez e resisténcia mecanicanessa direcao,
enquanto no segundo caso, o material pode ser considerado aproximadamente isotropico em
funcdo da aleatoriedade de distribuicdo do material (DANIEL; ISHAIL 1994). Os compdsitos
de fibras longas, por sua vez, apresentam continuidade no reforco e sdo mais eficientes do ponto
de vista de rigidez e resisténcia mecanica (DANIEL; ISHAIL 1994; LEVY NETO; PARDINI,
2006). Compositos desse tipo podem apresentar as fibras organizadas em uma direcao (Figura
3c), em varias direcoes (Figura 3d) e entrelacadas em forma de tecido (DANIEL; ISHAI, 1994;
REDDY, 2004).
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Figura 3 — Tipos de materiais compdsitos fibrosos

-\
R s\ -

- \

a) Fibras curtas e unidirecionais  b) Fibras curtas com dire¢des aleatorias

SN

¢) Fibras longas unidirecionais d) Fibras longas bidirecionais

Fonte: Elaborado pelo autor.

c) Compositos laminados

Amplamente utilizados na industria, os compositos laminados podem ser entendidos
como materiais constituidos por duas ou mais ldminas empilhadas e coladas entre si. Nesse
ponto, ¢ importante comentar que os compositos laminados sdo o objeto de estudo dessa
dissertacdo. A principio, € importante definir o conceito de lamina. Reddy (2004) define uma
lamina como uma folha de material, compoésito ou ndo, e a classifica como um bloco de
construcao fundamental do laminado. Com base na definicao, afirma-se que um composito se
comporta de forma diferente na diregdo transversal as camadas, tratando-se, portanto, de um

material ndo isotrdopico.

Alguns compositos desse tipo recebem nomes especificos devido a caracteristicas
especiais em sua geometria. Em algumas situagdes, as camadas podem ser espessas demais para
serem classificadas como laminas. Nesses casos, o composito recebe o nome de lamelado, e
seus constituintes sao chamados de lamelas. Outra geometria comum de compdsitos laminados
¢ a do tipo sanduiche (SAYYAD; GHUGAL, 2017). Laminados sanduiche sao conhecidos por

possuirem trés camadas: duas de mesmo material nas extremidades (faces) e uma diferente no
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nucleo. Habitualmente, a fim de tornar o material mais leve, no ntcleo sdo utilizados materiais

menos rigidos e menos resistentes que o das faces.

Outro aspecto importante a ser comentado sobre os compositos laminados € sobre o seu
comportamento mecanico. Em fun¢do do material escolhido para compor suas camadas, a
estrutura pode apresentar alto grau de anisotropiano plano das laminas. O elemento estrutural
laminado pode apresentar grande flexibilidade transversal pelo fato de sua alta resisténcia
permitir acomposic¢ao de placas mais finas quando comparadas a estruturas feitas com materiais
homogéneos. Além disso, devido a anisotropia transversal causada pelas diferentes
propriedades das camadas, a estrutura costuma se movimentar internamente de formatipica ao
reagir a um carregamento. Os deslocamentos de pontos contidos em uma se¢ao transversal da
estrutura formam uma superficie continua, porém com variagdes abruptas de inclina¢des nas
fronteiras entre camadas. Esse efeito ¢ conhecido na literatura como zigue-zague (CARRERA,
2002), e ¢ ilustrado na Figura 4a. Por fim, as tensdes cisalhantes na direcdo transversal de
estruturas laminadas devem obedecer ao teorema de Cauchy e, portanto, serem continuas nas
interfaces entre materiais, como mostrado para as tensdes g3, € g3, indicadas nos planos de

contato entre as laminas na Figura 4b.

Figura 4 — Comportamento do composito laminado. a) Efeito zigue-zague apo6s o carregamento, em

escala exagerada, e b) teorema de Cauchy
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em virtude da natureza complexa do compdsito laminado, nele estdo presentes
mecanismos de falha ndo apresentados em materiais homogéneos. Devido ao seu processo de

fabricacdo, além da possibilidade de falha no dominio das laminas, a interface de contato entre
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camadas adjacentes ¢ uma regiao critica do material. Como existem diferencas de propriedades
entre as camadas, as tensdes cisalhantes atuantes nessa regiao podem provocar o descolamento

de laminas adjacentes, processo conhecido como delamina¢do (REDDY, 2004).

Apesar disso, gracas a vasta gama de possibilidades proporcionadas pelos compositos
laminados, eles ocupam espacos importantes na inddstria € na engenharia. Nesse contexto,
alguns exemplos de materiais laminados e suas aplicagdes serdo descritos nos proximos

paragrafos, sdo eles os bimetais, os compositos metéalicos folheados e os vidros laminados.

Bimetal ¢ o nome dado a laminados feitos com duas placas metélicas coladas entre si.
Em sua forma comercial mais comum, as laminas apresentam coeficientes de expansao térmica
a significativamente diferentes. Assim, quando expostas a uma variacao de temperatura, a
camada com maior coeficiente a tende a expandir mais, gerando cisalhamento na interface entre
elas e flexdo na estrutura. A Figura 5 ilustra esse fenomeno em um elemento de bimetal
engastado e livre. Nesse contexto, os deslocamentos devido a variagdo de temperatura podem

ser pré-calculados, dando origem aos dispositivos de mensuragdo de temperatura, muito

utilizados em termostatos (JONES, 1999).
Figura 5 — Bimetal engastado e livre sob variagao de temperatura
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Existem casos em que um material possui elevada resisténcia mecanica, porém baixa
resisténcia a ataques de agentes externos, como os agentes quimicos. Nessa situa¢do, uma
solucdo vidvel € revestir o material com uma folha de outro que possua resisténcia aos ataques
em questdo, criando assim uma camada de protecdo. Assim que funcionam os compositos
metélicos folheados, que sdo confeccionados para, entre outras finalidades, aumentar a
durabilidade ou diminuir o peso total do material em questdo. Jones (1999) cita como exemplo
a liga de aluminio de alta resisténcia, que ¢ um material com baixa resisténcia a corrosdo, € a
compara com o aluminio puro ou outras ligas de aluminio, que ndo possuem muita resisténcia

mecanica e possuem alta resisténciaa corrosido. Assim, um elemento feito de liga de aluminio
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de alta resisténcia revestido com uma folha de aluminio puro proporciona o melhor de cada

constituinte: elevadaresisténcia mecanica e elevada resisténcia a corrosao.

O vidro ¢ um material amplamente utilizado tanto na construcao civil quanto nas
industrias automobilisticas devido a sua durabilidade e propriedades dticas. Entretanto, de
forma similar ao exemplo anterior, ele possui desvantagens quando trabalha sozinho. De acordo
com Jones (1999), esse material ¢ muito fragil e perigoso, pois se fragmenta em inimeros
estilhacos pontiagudos quando se rompe. Paralelamente, existe uma resina conhecida como
polivinil butiral, que ¢ altamente dictil e tolera grandes deformagdes sem fraturar, mas possui
baixa tolerancia a arranhdes. Assim, por meio da unido desses materiais, ¢ criado o vidro
laminado, um compdsito que possui duas laminas de vidro coladas a uma lamina central de
polivinil butiral ao estilo sanduiche. Nesse cendrio, o vidro protege a resina dos arranhdes e
fornece resisténcia ao composito, a0 passo que a resina proporciona flexibilidade ao conjunto
e retém os estilhagos de vidro em caso de fratura. Por isso, os vidros laminados sdo considerados

vidros de seguranca.
d) Compositos hibridos

Como o nome sugere, compositos hibridos englobam caracteristicas de duas ou mais
classificagdes anteriores. O concreto armado, por exemplo, possui caracteristicas tanto de
compdsito particulado, por causa dos agregados na matriz, quanto de composito fibroso, devido
a armadura de agco (JONES, 1999). Entretanto, essa classificagdo ¢ utilizada apenas por alguns
autores, visto que ndo traz novas informacodes a respeito de propriedades dos compositos nela

qualificados.

Outro exemplo a ser citado ¢ o compoésito laminado reforcado com fibras. Nessa
situagdo, as laminas sdo feitas de materiais compositos fibrosos, com fibras continuas ou
descontinuas. Além disso, as fibras podem ter diregdes distintas em cada camada, ficando a
critério de sua aplicacao. Em fung¢do da direcao desses reforcos e da posicdo das laminas, o
material pode ficar mais resistente e rigido em dire¢des especificas, além de poder apresentar

diferentes niveis de anisotropia.

1.2.1.2 Hipdteses cinematicas para o calculo de compositos laminados

Durante o curso da histéria, um dos principais objetivos da ciéncia tem sido o
desenvolvimento de ferramentas capazes de prever o comportamento de fenomenos, naturais

ou ndo, com precisdo satisfatoria. Entretanto, sabe-se na comunidade cientifica que ¢é
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tecnicamente impossivel levar em consideracao todas as variaveis que regem a grande maioria
dos problemas, visto que a natureza ¢ muito superior as ferramentas desenvolvidas pelos
estudiosos, consequentemente tornando impossivel a obtencao da resposta exata para a analise
em questdo. Por causa disso, pesquisadores aplicam hipoteses simplificadoras para calculo
baseadas no comportamento observado em analises experimentais, comparando, em seguida,
ambos os resultados para verificar se a simplificacdo ¢ valida. Dessa forma, o fendmeno
estudado em questdo ¢ reduzido a um modelo. Nesse contexto, podem existir varios modelos
para o mesmo problema, e cada um pode produzir resultados aceitaveis em condigdes pré-
estabelecidas e imprecisos em outras (MABOLOC, 2018). Baseado nessas premissas, também
existem varias hipdteses simplificadoras para o calculo de compositos laminados, e as mais

utilizadas serdo comentadas nos proximos paragrafos.

Sabe-se que, na ciéncia, um conjunto de hipdteses devidamente validadas criadas a
partir de observagoes experimentais pode dar origem a uma teoria (POPPER, 2002). De acordo
com Reddy (2004), existem trés grandes grupos de teorias de compdsitos laminados: as teorias
de camada tinica equivalente, ou equivalent single-layer theories (ESL), as teorias baseadas na

elasticidade tridimensional, e as teorias de modelos multiplos.

As teorias de camada unica equivalente (ELS) sdo provenientes da teoria da elasticidade
tridimensional, porém com simplificagdes referentes as tensdes e deformagdes do solido na
direcdo de sua espessura. Como o proprio nome sugere, esse conjunto de teorias considera, para
efeito de célculo, o laminado heterogéneo como um sé6lido de uma tunica camada com
comportamento global estaticamente equivalente. De forma mais especifica, uma unica fungao,
ndo separada por trechos, ¢ utilizada ao longo da espessura do elemento para descrever os
deslocamentos de toda a secdo transversal (REDDY, 2004; SAYYAD; GHUGAL, 2017,
ALTENBACH; ALTENBACH; KISSING, 2018). Essas teorias permitem eliminar uma
dimensao do problema, o que torna o calculo mais rapido na maioria dos casos. Nesse conjunto,
as mais utilizadas sdo a teoria classicade laminados, ou classical laminated theory (CLT), e as

teorias de deformacgao por cisalhamento (REDDY, 2004).

A teoria cléassica de laminados (CLT) ¢ uma extensdo da teoria classica de vigas
desenvolvida por Euler-Bernoulli, sendo definida por trés hipoteses. A primeira considera que
qualquer conjunto de pontos do material que forme um segmento de reta inicialmente
perpendicular a curva ou superficie de referéncia continue reto apés a mudanca de configuragao.
A segunda supde que esses mesmos segmentos de reta ndo apresentem variacdo de

comprimento apds a mudanca de configuracdo do laminado. Em outras palavras, impde que
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segdes transversais ndo apresentem variagao de altura e que a deformacao normal na diregao
transversal as 1aminas €33 seja zero. Por fim, a terceira hipdtese presume que qualquer segmento
de reta inicialmente perpendiculara curva ou superficie de referéncia continue perpendicular a
mesma apos a mudanca de configuracao do corpo. Em outros termos, considera que nao ha
deformagdao por cisalhamento nas sec¢des transversais (JONES, 1999; REDDY, 2004;
ALTENBACH; ALTENBACH; KISSING, 2018). Esse conjunto de hipoteses cinematicas
também ¢ conhecido na literatura como teoria de Euler-Bernoulli para vigas e teoria de Cauchy—
Poisson—Kirchhoff-Love para placas e cascas. Devido a sua simplicidade, a teoria classica de
laminados (CLT) ¢ amplamente utilizada para calculos. Essa teoria apresenta resultados
satisfatorios para prever o comportamento global de um compdsito laminado, mostrando-se
mais eficaz em calculos de laminados mais finos (SAYYAD; GHUGAL, 2017; ALTENBACH;
ALTENBACH; KISSING, 2018). Na literatura, exemplos da aplicacdo da CLT podem ser
vistos nos trabalhos de Casavola et al. (2016), Haynes et al. (2016) e Liu e Paavola (2018),

apenas para citar alguns trabalhos recentes.

Diferentemente da teoria classica de laminados (CLT), as teorias de deformagao por
cisalhamento possuem varios niveis. De forma geral, a proposta dessas teorias ¢ modelar o
campo de deslocamentos de uma secdo transversal do laminado com polindmios de graus
especificos ou outros tipos de funcdes (REDDY, 2004; SAYYAD; GHUGAL, 2017). Nesse
contexto, a mais utilizada ¢ a teoria de deformagao por cisalhamento de primeira ordem, ou first
order shear deformation theory (FSDT), que possui algumas similaridades com a CLT. A
FSDT mantém as duas primeiras hipoteses da CLT, porém relaxa a terceira, permitindo que
se¢oes planas e inicialmente ortogonais a curva ou superficie de referéncia deixem de ser
ortogonais as mesmas apds a mudanga de configuracdo do solido. Em outras palavras, ¢
considerada a adi¢gdo de uma deformacdo por cisalhamento constante por toda a secao
transversal, o que modela a cinematica transversal como um polindmio do primeiro grau
(ALTENBACH; ALTENBACH; KISSING, 2018). Essa cinematica também ¢ conhecida na
literatura como a teoria de Timoshenko para vigas e Reissner-Mindlin para placas e cascas
(CARRERA, 2002; REDDY, 2004). Desse modo, essa teoria apresenta resultados melhores ao
resolver casos em que a CLT ndo ¢ mais recomendada, quando os laminados sdo um pouco
mais espessos. Exemplos de trabalhos que utilizem a FSDT podem ser consultados em Amabili

(2018), Jouneghani et al. (2018) e Wang et al. (2020).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, as teorias de deformagdo por cisalhamento de

alta ordem, ou high order shear deformation theory (HSDT), modelam a cinematica da se¢do
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transversal utilizando polindmios de graus superiores. Um caso particular € o de terceira ordem,
que expande o campo de deslocamentos da direcdo transversal até o termo cubico. Nessas
condig¢des, a fungdo consegue representar melhor o efeito zigue-zague inerente aos laminados
(JONES, 1999; REDDY, 2004). Além disso, o campo de deformagdes por cisalhamento na
se¢do transversal e, consequentemente, o campo de tensdes cisalhantes sao descritos nesse caso
por polindmios de grau dois. Isso representa de forma mais precisa a distribui¢ao desses valores
ao longo da espessura do laminado, ou alturano caso de vigas (REDDY, 2004). Nesse contexto,
os trabalhos realizados por Meunier ¢ Shenoi (2001) ¢ Whitney e Sun (1973) sao exemplos de
aplicagdes dessas teorias. O primeiro estudou o comportamento dindmico de placas do tipo
“sanduiche”, ao passo que o segundo analisa o comportamento de compositos laminados
reforcados com fibras sob acao de cargas de impacto. Ambos os trabalhos utilizaram polinomios
de grau dois para descrever os deslocamentos na dire¢ao transversal. Outras aplicacdes dessa
teoria podem ser vistas em Reddy (1984), Soldatos e Watson (1997), Matsunaga (2002),
Ferreira, Roque e Martins (2004) e Kroker e Becker (2010). Vale ressaltar ainda que existem
teorias que utilizam outros tipos de fungdes para modelar o campo de deslocamentos na diregao

transversal, como fung¢des exponenciais e trigonométricas.

Embora as teorias de camada tnica equivalente (ESL) produzam resultados aceitaveis
para prever o comportamento global de uma estrutura na maioria dos casos, ¢ importante saber
que elas possuem limitagdes quando se trata de avaliar a distribuicao de tensdes e deformagdes.
Primeiramente, o deslocamento de toda a se¢do transversal, que ¢ heterogénea, ¢ descrito por
apenas uma func¢do continua e com derivadas continuas por todo o dominio. Isso torna as
deformagdes transversais por cisalhamento continuas nas interfaces entre materiais,
ocasionando descontinuidade nas tensdes cisalhantes associadas nesses pontos. No entanto,
sabe-se que o comportamento real do composito € exatamente o oposto, pois deve apresentar
deformagdes transversais descontinuas e tensoes cisalhantes continuas em virtude do teorema
de Cauchy (Figura 4b) (SAYYAD; GHUGAL, 2017). Além disso, sabe-se também que, por
meio das equagdes de equilibrio, as tensdes de cisalhamento possuem perfil quadratico por
lamina ao longo da espessura e valores nulos nas extremidades do laminado. Por isso, ao utilizar

as teorias CLT e FSDT, deve-se buscar solugdes alternativas para a correg¢ao desses valores.

As teorias de deformacao por cisalhamento de alta ordem (HSDT) conseguem modelar
bem a cinematica dos laminados, além de fornecerem valores mais precisos para as tensoes
entre camadas a medida que se eleva o grau do polindmio aproximador. Porém, o ganho em

precisdo que essas teorias oferecem ¢ muito pequeno comparado ao aumento do esforgo
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computacional que elas exigem. Por isso, Reddy (2004) recomenda que tais teorias sejam
usadas apenas quando estritamente necessario, visto que as teorias CLT e FSDT sao suficientes
para calcular a grande maioria dos problemas, além de sugerir o uso de ordens ndo maiores que

trés.

Nesse contexto, conclui-se que as teorias de camada unica equivalente (ESL) sdo
computacionalmente acessiveis e precisas para o calculo do comportamento global bruto de
laminados finos, como deslocamentos, cargas criticas de flambagem e frequéncias e modos de
vibragdo (REDDY, 2004). Entretanto, ndo sdo precisas para o calculo de laminados com
camadas mais espessas para prever a distribuicao de tensdes cisalhantes na dire¢do transversal
do laminado e nem eficazes para modelar a cinemdtica zigue-zague observada
experimentalmente e por meio da teoria da elasticidade (REDDY, 2004; SAYYAD; GHUGAL,
2017). Para esse nivel de detalhamento, uma alternativa ¢ modelar o campo de deslocamentos
transversais com uma func¢ao por camada, impondo condi¢des de continuidade na interface
entre elas. Essa é a proposta das teorias layerwise (LW), que fazem parte das teorias

tridimensionais.

Em suma, a ideia principal das teorias layerwise (LW) € a aplicacdo das teorias ESL em
cada camada, o que possibilita a correta representacao do efeito zigue-zague na cinematica
(CARRERA, 2002), efeito esse que mostra-se mais acentuado em compositos de ldminas mais
espessas. Esse tipo de andlise ¢ crucial para laminados que desempenhem fungdes estruturais
mais criticas, pois as tensdes transversais normal e de cisalhamento atuantes na interface entre
camadas podem provocar falha no material por delaminagao, motivo pelo qual varios critérios
de falha na literatura levam em consideragdo o valor dessas tensdes (REDDY, 2004;
ALTENBACH; ALTENBACH; KISSING, 2018). Como exemplo de aplicacao dessa teoria,
podem ser citados os trabalhos de Cho, Bert e Striz (1991), Robbins e Reddy (1993), Tahani
(2007) e Nogueira (2015). Segundo Sayyad e Ghugal (2017), os resultados encontrados pela
aplicacdo de teorias /ayerwise sao bem proximos das solugdes exatas encontradas pela teoria
da elasticidade tridimensional. Para melhor compreensao, a Figura 6 mostra de forma ilustrativa

a cinematica das teorias ELS e LW para o mesmo laminado.
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Figura 6 — Campo de deslocamentos na diregdo transversal de um composito laminado deacordo coma
teoria classica de laminados (CLT), teoria de deformagdo por cisalhamento de primeira ordem (FSDT), de alta
ordem (HSDT) e teoria layerwise (LW) de primeira ordem e de alta ordem, respectivamente e com escala

exagerada

Lw LW

CLT FSDT HSDT 1* ordem alta ordem

Fonte: Elaborado pelo autor. Adaptado de Kreja (2011).

Apesar de serem precisas no calculo do valor de tensdes transversais, as teorias
layerwise apresentam uma grande ressalva. Devido a forma como sdo formuladas, essas teorias
exigem grande esfor¢o computacional. Isso ocorre porque o numero de incognitas do problema
aumenta a medida que o numero de camadas cresce, o que pode tornar sua aplicagado invidvel
em compositos de muitas laminas associados a estruturas complexas onde muitos elementos
estruturais sdo analisados concomitantemente. Nesse aspecto, as teorias ESL sdo mais
acessiveis, pois nelas o numero de incognitas ndo varia com o nimero de laminas (CARRERA,
2002; CARRERA; CIUFFREDA, 2005) e sua combinagdo com outros elementos estruturais ¢

mais direta.

1.2.2 Método dos elementos finitos

Na literatura, ¢ comum observar autores utilizando técnicas de solu¢do como a de
Navier, a de Lévy ou a de Ritz (REDDY, 2004; CARRERA; CIUFFREDA, 2005; SAYYAD;
GHUGAL, 2017) associadas as aproximagdes cinematicas de compositos laminados descritas
nos paragrafos anteriores. Porém, muitas vezes essas solugdes analiticas se tornam
complicadas, ou at¢ mesmo impossiveis de serem encontradas, sendo muitas vezes limitadas a
geometrias simples, isotropia, condi¢des de contorno especificas e linearidades fisica e
geométrica. Por isso, varias linhas de pesquisa voltadas para os métodos numéricos
conquistaram o seu espaco na engenharia, algo que também se tornou possivel gragas a

evolu¢do da computagao (CARRERA, 2002). Nesse contexto, varias técnicas de solugdes
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numeéricas foram desenvolvidas por diversos autores. Como exemplo, podem ser citados Noor
e Rarig (1974), que desenvolveram uma técnica de diferengas finitas tridimensional; Malik
(1994), que elaborou uma nova formulagdo do método da quadratura diferencial, e Davi (1996),
Davi e Milazzo (1999) e Milazzo (2000), que propuseram uma formulagao para elementos de
contorno. No entanto, Carrera (2002) afirma que, entre diversos métodos aplicados a solucao
de laminados, um ocupa uma posi¢ao de destaque tanto no meio académico quanto na industria,

o método dos elementos finitos.

Usado pela primeiravez em 1956 para analisar estruturas na engenharia acronautica, o
método dos elementos finitos (MEF) tem se mostrado eficiente pararesolucao de problemas de
varios niveis de complexidade (ERHUNMWUN; IKPONMWOSA, 2017; RAO, 2017). Ele foi
desenvolvido pela primeira vez por Courant (1943), entretanto s6 recebeu o devido destaque
quando foi formulado paralelamente por engenheiros anos depois. O termo “elemento finito”
foi mencionado pela primeira vez no trabalho de Clough (1960), em que foi aplicado
especificamente para estado plano de tensodes, e desde entdo a utilizagdo do método vem

crescendo cada vez mais por todo o mundo (ERHUNMWUN; IKPONMWOSA, 2017).

A principal premissa do método ¢ aproximar problemas de equacdes diferenciais com
dominios complexos em vdarios problemas pequenos com regides mais simples, porém
interligadas (REDDY, 2004; RAO, 2017). Para isso, o0 dominio do problema ¢ subdividido em
unidades menores conhecidas como elementos finitos, ou apenas elementos, que sdo conectadas
entre si por pontos conhecidos como “nds”. Dessa forma, as incognitas do problema sao
definidas como os valores que a fungao solugdo assume nos n6s do dominio. Assim, os demais
valores do continuo sdo calculados em cada elemento por meio de interpolagdo utilizando-se,
por exemplo, polindmios de Lagrange (REDDY, 2004; FISH; BELYTSCHKO, 2007
ALTENBACH; ALTENBACH; KISSING, 2018). Na engenharia de estruturas, os valores dos
deslocamentos nodais sdo frequentemente utilizados como incognita do problema. Definidas as
incognitas, as equagdes globais do problema sdo montadas, recebendo a contribuicao de cada
elemento, e sdo solucionadas para o calculo dos valores nodais. E interessante citar que os
elementos finitos podem apresentar formatos arbitrarios em fun¢do do dominio do problema,
podendo inclusive apresentar mais de um formato na mesma analise, 0 que evidenciao carater
versatil do método. Por causa disso, sem levar em consideracdo o esfor¢o computacional,
problemas com dominios e condi¢des de contorno arbitrarios podem ser modelados e resolvidos

de forma aproximada sem dificuldade adicional, visto que praticamente todos os solidos,
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liquidos e gases podem ser modelados com elementos finitos (ERHUNMWUN;
IKPONMWOSA, 2017; SAYYAD; GHUGAL, 2017).

O modelo discreto feito por elementos finitos, que ¢ baseado no problema fisico real,
recebe o nome de malha (Figura 7), e sua geometria afeta diretamente o resultado da anélise.
De acordo com Perumal e Mon (2011), varios estudos mostram que diversos fatores
influenciam na precisao do resultado, entre eles a geometria do elemento finito, sua distor¢ao e
fungdes aproximadoras usadas na formulagdo. O processo de criagdo da malha pode ser feito
por meio de geradores e, por via de regra, quanto mais refinada ela for, melhores serdo os
resultados, porém maior sera o custo computacional (FISH; BELYTSCHKO, 2007). Além
disso, pode-se aumentar também o nimero de nds presentes em cada elemento e,
consequentemente, o grau do polindmio aproximador. Desse modo, as fronteiras dos elementos
se tornam curvas mais suaves, tornando-as aptas para melhor representar o comportamento do
objeto de analise. Com base nessas premissas, vale citar o trabalho de Li et al. (1997), que
mostra aimplementagdo de um algoritmo baseado no MEF capaz de minimizar o erro da analise

por meio da geragdo de uma malha 6tima para o problema em questao.

Figura 7 — Exemplos da criagdo de malhas a partir de solidos utilizando elementos finitos quadrilaterais

_—

)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em virtude das diferentes coordenadas, rotacdes e distor¢coes dos elementos finitos
distribuidos pela extensao do modelo, torna-se dificil trabalhar com as coordenadas locais de
cada um. Por isso, um artificio matematico amplamente utilizado na literatura ¢ o mapeamento
que parte de um espago isoparamétrico adimensional para a regido dos elementos no modelo.
Nesse espaco, a regido possui medidas e contornos mais simples, o que facilita os céalculos.
Além disso, todas as operacdes podem ser realizadas utilizando como base a mesma regido, o

que simplificaa implementacao da formulagdao (PERUMAL; MON, 2011; RAO, 2017).
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De forma sucinta, Ethunmwun e Ikponmwosa (2017) e Perumal e Mon (2011) mostram

que a analise por elementos finitos pode ser resumida nas seguintes etapas:

1) defini¢cdo das equagdes que governam o comportamento do corpo;

2) discretizacao do dominio, ou criagdo da malha;

3) determinacdo das equagdes aplicadas a cada elemento;

4) acoplamento das equagdes para a construcao do sistema global;

5) imposicaode condigdes de contorno;

6) resolugdo do sistema global para calculo das incognitas do problema;

7) interpretagdo e apresentagdo dos resultados.

A etapa 2 também € conhecida como pré-processamento, pois ¢ 0 momento em que o problema
real ¢ modelado e preparado para ser processado. De forma similar, a etapa 7 e quaisquer
calculos posteriores realizados com o resultado da simulagdo, como o de tensdes e deformacoes,

sdo chamados de pos-processamento.

Como ja foi mencionado, o método dos elementos finitos ¢ amplamente utilizado e
possui vantagens na engenharia de estruturas em relagdo aos outros métodos numéricos.
Primeiramente, o método permite trabalhar com corpos de formatos, condigdes de apoio e
carregamentos arbitrarios, o que torna a estrutura real e o seu modelo computacional tao
proximos quanto o necessario. Em seguida, aponta-se que o mesmo modelo pode conter
elementos de diversos tipos, formatos e dimensdes, sendo que todos sdo processados no mesmo
programa. Por ultimo, o método ¢ altamente versatil e admite varias adaptacdes em sua
formulacdo, o que pode proporcionar uma analise com diversos niveis de complexidade e
profundidade (ERHUNMWUN; IKPONMWOSA, 2017). Uma de suas variacdes utiliza as

posicdes nodais como incognitas ao inveés dos deslocamentos, e ela serd explicada mais adiante.

Com relagdo aos laminados, na literatura, varios trabalhos podem ser citados como
exemplos da aplicacdo do MEF. Caliri, Ferreira e Tita (2016) fizeram uma revisao sobre o
método aplicado a compositos laminados e estruturas sanduiche. Rao (1978) e Saigal, Kapania
e Yang (1986) aplicaram uma formulagdo linear de MEF para resolver cascas e placas
laminadas. Meftah e Sedira (2019) implementaram um algoritmo para analise fisicamente nao-
linear de cascas considerando elastoplasticidade. O trabalho de Nazari et al. (2019) realizou a
simulagdo numérica de placas laminadas do tipo “sanduiche” com nucleo macio. Outros

trabalhos que também valem ser citados sdo Panda e Natarajan (1979), Chang e Sawamiphakdi
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(1981), Reddy e Chandrashekhara (1985), Pandya e Kant (1988), Jun e Hong (1988), Palmerio,
Reddy e Schmidt (1990), Meek e Xue (1996) e Kreja, Schmidt e Reddy (1997).

Embora o MEF apresente vantagens, ele também possui suas limitagdes, portanto seus
usuarios devem saber interpreta-las e corrigi-las. Como o MEF ¢ um método numérico, algumas
de suas formulagdes sdo iterativas. Isso indica que o resultado da analise converge para a
solugcdo matematica exata do modelo proposto de forma assintética, lembrando-se que o modelo
proposto difere do problema analisado pelas aproximagdes de sua geometria e variaveis fisicas.
Nesse contexto, chama-se de “erro de iteragao” a diferenga entre o resultado exato do modelo
e o encontrado na iteracdo atual (FISH; BELYTSCHKO, 2007; RAO, 2017). Em regra, o erro
tende a zero a medida que o nimero de iteragdes aumenta, porém ha casos em que a solugdo
diverge do resultado esperado. Por isso, esse erro sempre se faréd presente, cabendo ao usudario
saber avaliar a qualidade do resultado. Além disso, como o método ¢ utilizado em
computadores, o erro numérico também existe, visto que ele € originado pela forma em que a

maquina armazena 0s nimeros na memoria.

1.2.2.1 Formulagio posicional

De forma cléassica, 0 MEF utiliza os deslocamentos e rotagdes como parametros nodais
desconhecidos na analise de porticos, cascas e placas. Entretanto, o Grupo de Mecénica
Computacional (GMEC) do Departamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de
Engenharia de Sao Carlos (EESC) da Universidade de Sao Paulo (USP) utiliza posi¢des nodais
e vetores generalizados como incdgnitas do problema. Essa variagdo do método apareceu pela
primeira vez nos trabalhos de Bonet et al. (2000), Coda (2003), Coda e Greco (2004) e Greco
etal. (2006).

De forma similar a classica, a formula¢do posicional também utiliza fungdes de
mapeamento que sdo baseadas em um dominio adimensional isoparamétrico. Nesse caso,
existem duas fun¢des que desempenham esse papel: a que mapeia as posigdes iniciais x; € a
que mapeia as posi¢des atuais y; do continuo. Ambas as fungdes citadas sdo calculadas por
meio da interpolagdo das posigdes iniciais X{ ou atuais Y dos nds do elemento,

respectivamente, tal que i ¢ a dire¢do da coordenada e a identifica o nd.

Conforme comentado anteriormente, quando a formulacgao posicional ¢ utilizada para
modelar placas, cascas ou porticos, utilizam-se vetores generalizados ao invés de rotagdes para
estabelecer a direcao das se¢des transversais. Essa estratégia possui duas vantagens principais

quando comparadas as formulagdes classicas. A primeira ¢ que as andlises geometricamente
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ndo lineares sdo feitas de forma natural, ndo sendo necessario o uso da formula de Euler-
Rodrigues ou de Quaternions para o tratamento de giros finitos. A segunda ¢ que o
posicionamento das sec¢des transversais ou linhas transversais resultam diretamente na
cinematica de Reissner-Mindlin (ou Timoshenko) (CODA, 2009; CODA; PACCOLA, 2010;
CODA; PACCOLA; SAMPAIO, 2013; CODA; PACCOLA; CARRAZEDO, 2017). Nesse
contexto, uma descri¢ao desse procedimento pode ser vista em Coda (2015), que inclui a
discussdo dessa cinematica que descreve a dire¢do e o alongamento da se¢do transversal em
cada ponto da estrutura a partir da interpolagdo, via fungdes aproximadoras, dos chamados
vetores generalizados. A formulagdo impde que, inicialmente, os vetores generalizados sejam
unitarios e normais a superficie ou curva de referéncia. Assim, as componentes dos vetores sao
consideradas incognitas nodais e otimizadas durante o processo de resolugdo. Desse modo, tais
vetores podem rotacionar, ndo mais obedecendo a restri¢ao inicial de ortogonalidade, e até
mudar de tamanho, permitindo o alongamento e o encolhimento da altura da secao transversal,
como mostra a Figura 8. Nesse ponto, observando que os objetos de estudo dessa dissertacdo
sdo os laminados, vale destacar que a cinematica resultante € muito proxima da chamada FSDT,
ou cinemadtica de Reissner-Mindlin, porém com a liberagdo do alongamento ou encurtamento
da espessura de placas e cascas, ou do alongamento e distor¢ao de se¢des transversais em barras

gerais.

A cinemadtica estabelecida por vetores generalizados possibilita a localizacao de
qualquer ponto no interior do elemento finito a partir da curva ou superficie de referéncia. Para
iss0, basta partir de um ponto qualquer na curva ou superficie de referéncia e somar a ele um
multiplo do vetor generalizado, valor este cujo modulo varie entre zero e metade da altura, caso

a superficie ou curva de referéncia estejano meio do elemento.
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Figura 8 — Vetores generalizados em cada nd nas posi¢des inicial e atual

AX,Y,

Inicial v Atual

Xl’yl

Fonte: Elaborado pelo autor.

A formulacgao posicional possui algumas vantagens em relacao a classica. A principal
delas ¢ o fato da ndo linearidade geométrica ser intrinseca ao método. Em outras palavras, o
equilibrio ¢ sempre realizado na posi¢ao atual do corpo, € ndo na inicial (CODA, 2018). A
formulacao classica utiliza um sistema de coordenadas diferente e incdgnitas locais em cada
elemento, tornando necessaria a conversdo dos pardmetros locais em globais. Diante dessa
premissa, outro ponto interessante a ser citado a respeito da formulagdo posicional ¢ a adocao
de um unico referencial de coordenadas para os célculos, tanto a nivel global como local, o que
torna o procedimento mais direto. Entretanto, uma excegdo a essa regra ocorre ao lidar com
materiais ortotrdpicos, visto que a criacdo de um eixo local alinhado nas dire¢des em que as

propriedades sdo diferentes torna o calculo mais simples.

Varias dissertacOes e teses foram desenvolvidas no SET utilizando o método dos
elementos finitos baseado em posi¢des. Entre os trabalhos realizadosno SET, podem ser citados
como exemplo Marques (2006), Coda e Paccola (2007, 2008, 2011), Maciel (2008), Minski
(2008), Pascon (2008, 2012), Carrazedo (2009), Rigobello (2011), Sanches (2011), Sanchez
(2013), Sampaio (2014), Nogueira (2015), Rodrigues (2019) e Carvalho (2019).

1.2.3 Consideracoes iniciais para analise por elementos finitos

Como mencionado antes, o método dos elementos finitos (MEF) ¢ versatil e permite
variagdes em sua formulagdo. Diante dessa afirmagao, entende-se que o usuario deve definir os
parametros que serdao implementados no algoritmo, levando em consideragdo o objetivo e o
nivel de exatidao necessaria para a analise. Alguns deles podem alterar o resultado final da

analise, ao passo que outros s alteram a forma como o resultado ¢ exibido. Esses parametros
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podem ser, por exemplo, a unidade das grandezas utilizadas, o referencial adotado, o método
para resolucdo das equacdes, entre outros. Alguns deles serdo comentados nos proximos

paragrafos.

Existem, na mecanica dos so6lidos, definigoes diferentes de tensoes e deformagoes dos
corpos analisados. A questdo é que nem todas sdo adequadas em qualquer situagio. E comum
na literatura a utilizagdo da deformacao de engenharia para lidar com problemas que envolvam
pequenas deformacdes e deslocamentos. Essa medida, entretanto, perde a exatiddo a medida
que as deformacdes e deslocamentos aumentam. Isso ocorre porque essa medida € ndo objetiva,

isto €, apresenta valores nao nulos de deformacdo quando a estrutura descreve apenas

movimentos de corpo rigido (OGDEN, 1984).

Para andlises que apresentem grandes deslocamentos, uma alternativa ¢ a utilizacao da
deformacdo de Green-Lagrange, que ¢ uma medida de deformacao objetiva. Seu conjugado
energético € a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, que embora ndo possua significado
fisico, pode ser convertida na tensdo de Cauchy para ser devidamente interpretada. Como
exemplo de sua aplicagdo, pode ser citado o trabalho de Van Dijk (2016), que lidou com
homogeneizagdo de tensdes e deformagdes em materiais microscopicamente heterogéneos em
regime geometricamente ndo linear. O modelo constitutivo mais simples que relaciona essas
duas grandezas ¢ a lei de Saint Venant-Kirchhoff, que funciona como uma extensao da lei de
Hooke para andlises geometricamente ndo lineares. Em outras palavras, ela estabelece uma
relacdo linear entre a deformagao de Green-Lagrange e a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie e, por isso, ndo ¢ adequada para andlises com grandes deformacdes. Outras leis
constitutivas mais complexas podem ser consultadas, por exemplo, no trabalho de Maqueda e
Shabana (2007). Além disso, um bom resumo dessas leis pode ser consultado no trabalho de

Ramirez (2018).

Existem duas principais formas de se descrever um problema de engenharia: a
Lagrangiana, ou material, e a Euleriana, ou espacial. Em sintese, a Lagrangiana utiliza como
referencial o dominio inicial do problema, enquanto a Euleriana utiliza o dominio atual (YANG;
LEU, 1991). Em relacdo ao MEF aplicado a porticos, a primeira abordagem pode ser
encontrada, por exemplo, nos trabalhos de Mamouri, Hammadi e Ibrahimbegovic (2014) e
Crivelli e Felippa (1993), ao passo que a segunda abordagem pode ser encontrada em Izzuddin
e Smith (1996). Para problemas com varios passos intermediarios, existem também as
subdivisdes Lagrangiana atualizada, na qual o referencial varia a cada novo calculo de posigao,

e a Lagrangiana parcialmente atualizada, na qual o referencial varia apenas em alguns passos
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de calculo. O emprego da descrigdo Lagrangiana atualizada pode ser consultada, por exemplo,
no trabalho de Gadala, Dokainish e Oravas (1984). Comenta-se que a formulagdo posicional,

aplicada neste trabalho, ¢ Lagrangiana total.

1.2.4 Enriquecimento de cinematica com funcio zigue-zague

Como ja discutido em topicos anteriores, existem varias teorias que aproximam a
cinematica de estruturas feitas por compositos laminados, tal que cada uma delas possui
vantagens e desvantagens ao ser implementada. Em regra, observa-se que quanto melhor a
representacdo do comportamento, mais incognitas sdo necessarias no problema e,
consequentemente, maior o esforgo de processamento exigido. As teorias layerwise de primeira
ordem, por exemplo, conseguem descrever o efeito zigue-zague tipico dos compositos
laminados, porém requerem o aumento do nimero de incdgnitas na analise de forma

proporcional ao nimero de camadas (CARRERA, 2002; CARRERA; CIUFFREDA, 2005).

Tendo consciéncia dessa complexidade, Coda, Paccola e Carrazedo (2017) propuseram
uma formulacdo de casca baseada no método dos elementos finitos posicional que visou
implementar o efeito zigue-zague e a continuidade interlaminar de tensdes transversais sem
adicdo de parametros nodais a andlise. A formulagao proposta utiliza como base uma extensao
da teoria de deformagdo por cisalhamento de primeira ordem (FSDT), que adota a cinematica
de Reissner-Mindlin, porém acrescida de um enriquecimento. Ela funciona de forma que o
campo de deslocamentos na dire¢do transversal seja composto por duas parcelas: uma fungao
linear e uma funcdo de formato zigue-zague linear por partes, previamente calculada, como ¢
mostradona Figura 9. As etapas da analise por meio da formulacdo proposta por Coda, Paccola

e Carrazedo (2017) serao descritas nos proximos paragrafos.
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Figura 9 — Parcelas do campo de deslocamentos na diregdo transversal propostas por Coda, Paccolae
Carrazedo (2017): Cinematica de Reissner-Mindlin (FSDT) como base e enriquecimento do tipo zigue-zague

previamente calculado

<

+ ¢ =
%

FSDT Zlg-Zag Clnemétlca
Final

Fonte: Elaborado pelo autor.

Inicialmente, o perfil do modo de enriquecimento ¢ calculado. Esse perfil € composto
por fungdes lineares definidas em cada camada ao longo da direcao transversal. Dessa forma,
antes mesmo de se iniciar a analise por elementos finitos, deve-se calcular os coeficientes
angular e linear das retas relacionadas a cada lamina. Nesse contexto, para um problema de n
camadas, tem-se 2n incognitas e, consequentemente, precisa-se de 2n equagdes para resolveé-
las. Como a formulagdo foi feita para trabalhar com o material fora da situagao de falha, devem
haver n-1 equagdes de continuidade entre laminas. Além disso, com a finalidade de
responsabilizar apenas a parcela da cinematica de base (FSDT) pelos esforgos internos, impde -
se que os esfor¢os resultantes de momento e for¢a normal oriundos do perfil sejam nulos, o que
acrescenta 2 novas equagoes ao sistema. Por fim, pode-se obter as n-1 equagdes restantes por
meio de relagdes entre coeficientes angulares de 1aminas adjacentes. Para isso, Coda, Paccola e
Carrazedo (2017) afirmaram que observaram solucdes analiticas de varios trabalhos na
literatura, como por exemplo os de Spilker e Engelmann (1986), Austin e Inman (2001), Di
Sciuva e Icardi (2001), Vu-Quoc e Tan (2013). Apos a analise, eles concluiram que a diferenca
entre coeficientes angulares adjacentes era mais acentuada @ medida que duas condigdes eram
satisfeitas: proximidade entre a interface das laminas e o centro de rigidez da secao transversal,
e diferenga entre a rigidez relativa das camadas. Diante desse contexto, eles propuseram uma
equacao que relaciona os coeficientes angulares entre camadas conectadas. Esse procedimento

serd explorado mais a fundo no préximo capitulo.

Ap0s o célculo do perfil em zigue-zague, o proximo passo € calcular a propor¢do em

que ele ¢ somado a cinematica base (FSDT), ou seja, determinar o coeficiente que regula a
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escala desse perfil. Para isso, Coda, Paccola e Carrazedo (2017) fizeram um algoritmo a parte
onde o efeito zigue-zague possui sua intensidade como um parametro incognito na analise linear
de uma viga biapoiada, de onde ¢ extraida a propor¢do desse pardmetro. Assim, o valor da
propor¢ao ¢ coletado de uma posicao arbitraria e inserido como dado de entrada na formulagao
principal. Como recomendacao para trabalhos futuros, Coda, Paccola e Carrazedo (2017)
sugeriram que fosse feita uma formulagdo capaz de calcular esse coeficiente como parametro
nodal, para que a propor¢do entre as duas parcelas da cinematica (Figura 9) fosse otimizada
para o equilibrio em cada n6. Desse modo, investigar as possibilidades de tal formulagao

sugerida ¢ o foco desta pesquisa.

Por fim, como o campo de deslocamentos utilizado ¢ linear, Coda, Paccola e Carrazedo
(2017) aplicam ainda uma estratégia energética para regularizar as tensdes na direcao
transversal as laminas. Em decorréncia disso, essas tensdes passam a apresentar continuidade
na interface entre camadas, respeitando o teorema de Cauchy, o que também deverd ser
respeitado na proposta desse trabalho. Comenta-se ainda que os resultados obtidos em Coda,
Paccola e Carrazedo (2017) possuem boa concordancia com solugdes analiticas e com solucdes
do tipo layerwise, com um nimero de incognitas comparavel as formulagdes do tipo FSDT.

Entretanto, os pardmetros utilizados por eles ndo eram incognitas diretas da formulagao.
1.3  Objetivos

Os proximos topicos descrevem as metas da atual pesquisa, que foram organizadas em

dois itens: os objetivos gerais e especificos.

1.3.1 Objetivos gerais

Em face do contexto previamente debatido, esta pesquisa busca elaborar uma nova
formulacao capaz de solucionar problemas de porticos planos feitos por materiais compositos
laminados, tal que o nimero de incognitas ndo varie com o numero de laminas do material.

Essa formulagdo utiliza a abordagem posicional do método dos elementos finitos.

1.3.2 Objetivos especificos

A atual pesquisa possui os seguintes objetivos especificos:

a) desenvolver e implementar uma formulagao pelo método dos elementos finitos baseado

em posi¢des capaz de solucionar problemas geometricamente ndo lineares de porticos
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planos feitos por materiais laminados, tal que o numero de pardmetros nodais seja
independente do nimero de camadas do material;

b) enriquecer a cinematica da teoria de deformacao por cisalhamento de primeira ordem
(FSDT), resultante da aplicagdo do vetor generalizado, com uma funcao de perfil zigue-
zague, tal que sua amplitude seja controlada por um parametro nodal;

c) desenvolver e implementar uma estratégia de equivaléncia energética para regularizar
as descontinuidades interlaminares das tensdes cisalhantes na diregdo transversal as

camadas, aplicando-a em nivel de processamento e/ou de pdés-processamento;

1.4  Justificativa

Os algoritmos baseados no método dos elementos finitos (MEF) encontrados na
literatura utilizam diferentes formulagdes para obtencao da distribuigdo de tensdes transversais
ao longo da espessura em estruturas feitas de material laminado. Entretanto, o que geralmente
pode ser observado ¢ que a adocao de cinematicas mais simples fornece resultados que
apresentam descontinuidades nas tensdes transversais entre as camadas, ao passo que
cinematicas mais elaboradas apresentam resultados mais precisos, porém exigindo um esforgo
computacional significativamente maior. Diante desse contexto, nota-se que a elaboracdo de
uma nova formulagao que produza resultados coerentes, respeite a continuidade das tensdes
transversais impostas pelo teorema de Cauchy e demande menor recurso computacional, sem

comprometer a qualidade dos resultados, torna-se importante.

Além disso, outro ponto a ser destacado ¢ a formagao de um mestre em engenharia de
estruturas capaz de compreender os pontos fortes e fracos de cada formulagio e que seja capaz

de criar alternativas para lidar com cada uma de suas falhas.
1.5 Metodologia

Para a realizagdo das atividades propostas, algumas etapas foram concluidas
gradualmente. Desde o inicio, foi feita uma revisao bibliogréafica para conhecimento do atual
estado da arte, habito mantido por toda a pesquisa. Paralelamente, disciplinas que fornegam
subsidios para a constru¢do da formulacao proposta foram cursadas, como € o caso da disciplina
de Método dos Elementos Finitos com pardmetros nodais em posi¢des. Como parte do processo
de aprendizagem, alguns codigos mais simples foram implementados de forma gradual até a
obten¢do do conhecimento necessdrio para a construgdo do programa de poértico plano

laminado. Inicialmente, foi feito um algoritmo para célculo de treligas estaticas. Depois, foi
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realizada uma modificacdo nesse cddigo para incluir acdes dindmicas. De forma analoga, foi
escrito um programa para simulagdo de solidos planos, tanto sob influéncia de agdes estaticas
quanto dindmicas. Posteriormente, foram implementados dois novos algoritmos: o programa
para porticos planos homogéneos com vetores generalizados e o programa geometricamente
linear para viga laminada biapoiada, encontrada no trabalho de Coda, Paccola e Carrazedo

(2017). O segundo foi desenvolvido a fim de facilitar a compreensao da formulagao.

Apo6s a criacdo do algoritmo para resolucdo de porticos planos feitos de materiais
homogéneos com vetores generalizados, foram implementadas modificagdes em seu codigo
para introduzir as parcelas da formulacao proposta por este trabalho. Nesse contexto, esses
recursos sdo, respectivamente, o enriquecimento de cinematica do tipo zigue-zague e a
regularizacdo das tensdes transversais. Durante a implementagdo do cddigo computacional,

exemplos encontrados na literatura foram simulados para a validacao da formulagao.

Para a aproximagao da cinematica dos porticos, foi utilizada como base uma cinematica
semelhante a teoria de deformacgao por cisalhamento de primeira ordem (FSDT), inserida por
meio dos vetores generalizados. Essa cinemadtica ¢ melhorada pelo acréscimo de um
enriquecimento do tipo zigue-zague. Esse enriquecimento, que ¢ constituido por segmentos de
reta definidos por camada, tem seu perfil qualitativo calculado por meio das equagdes propostas
em Coda, Paccola e Carrazedo (2017). Como cada segmento de reta possui duas incdgnitas,
cria-se um problemainicial de 2n incognitas para um compdsito composto por n laminas. Para
resolvé-lo, utilizam-se n-1 equagdes de continuidade interlaminar, n-1 equacgoes que relacionam
o coeficiente angular de camadas consecutivas e 2 equagdes de equilibrio. Para o ultimo item,
considera-se que os esforcos internos de for¢ca normal e momento oriundos do modo de
enriquecimento sejam nulos, responsabilizando apenas a cinematica basica por eles (FSDT).
Como o perfil é apenas qualitativo, precisa-se de um fator de proporcionalidade que controle
sua intensidade nessa soma. Esse fator ¢ considerado um dos parametros nodais da andlise,

sendo esse o principal diferencial desta pesquisa.

Em relacdo as outras estratégias citadas, suas implementagdes foram feitas utilizando
como norte alguns trabalhos da literatura. Para a regularizagdo das tensdes cisalhantes
transversais, foram aplicadas as estratégias encontradas em Coda (2015) e Coda, Paccola e
Carrazedo (2017), porém devidamente reformuladas e adaptadas a esta formulacdo. Sobre a
modelagem da malha, utilizou-se elementos finitos de portico plano com aproximacao cubica,
ou seja, quatro nos cada. Segundo Coda (2018), esse grau de aproximagao ¢ ideal, pois evita

problemas de travamento, tipico de aproximagdes lineares, assim como evita o fendmeno de
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Runge, devido a natureza oscilatdria de polindmios de alta ordem (BOYD, 2010; CHEN; HE;
ZHANG, 2013; LIN; SUN, 2015). Além disso, cada n6 tem 6 graus de liberdade: duas posigoes,
duas componentes do vetor generalizado, a taxa de variacdo linear da deformacao ao longo da

espessura e o fator de proporcionalidade para o perfil de empenamento do tipo zigue-zague.

No que diz respeito as equacdes de equilibrio, elas foram obtidas pelo principio da
estacionariedade da energia mecanicatotal, o qual afirma que o equilibrio ¢ alcangado quando
a energia mecanica total atinge um ponto de variagdo nula. As parcelas de energia consideradas
no calculo sdo a energia potencial das forcas externas, a energia de deformacao da estruturae a
energia cinética. Além disso, toda a formulacao sera escrita conforme a descri¢do Lagrangiana

total, que considera sempre como referéncia o corpo na posi¢ao indeformada.

Levando-se em consideracdo a complexidade do problema, opta-se por utilizar o
FORTRAN como linguagem de programacdo. A razdo dessa escolha ¢ a simplicidade da
linguagem aliada a sua velocidade de processamento, o que a torna rapida para calculos com
milhares de graus de liberdade envolvidos nos problemas de engenharia de estruturas e que

poderao ser abordados em uma futura extensao deste trabalho para andlises de placas e cascas.

Neste codigo, algumas consideragdes iniciais foram feitas ao aplicar a formulagdo.
Primeiramente, € considerada ando linearidade geométrica, intrinseca ao método dos elementos
finitos baseado em posigdes, possibilitando assim a determinagao de instabilidades que ndo sao
captadas pelo célculo linear classico. Além disso, utilizou-se o tensor de deformagdes de Green-
Lagrange, que ¢ uma medida de deformag¢do Lagrangiana e objetiva; o tensor de tensdes de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie, conjugado energético da deformacao de Green-Lagrange;
e a lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff, que relaciona essas duas grandezas de forma

linear.

As equacgdes que originam dos conceitos descritos anteriormente formam um sistemade
equagdes nao lineares, que ¢ resolvido aplicando o método iterativo de Newton-Raphson. Tal
procedimento permite que as agdes externas sejam introduzidas em incrementos de forgas,
deslocamentos e tempo, o que possibilita a observacao da trajetoria da estrutura até o estado de
equilibrio em problemas estaticos. Além disso, foi utilizado o integrador de Newmark para

analises dinamicas.
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1.6  Organizacao do texto

No capitulo 1 foi feita uma revisao bibliografica do tema desta pesquisa. Além disso,
ele também mostra os objetivos, a justificativae a metodologia do trabalho. No capitulo 2 sdao
descritas as equacdes da formulagdao desenvolvida, bem como as técnicas de solugdo e de
regularizacdo das tensdes cisalhantes transversais. Assim, no capitulo 3, uma versdo
simplificada do algoritmo foi implementada e validada por meio de exemplos. Esse algoritmo
de base calcula apenas porticos planos homogéneos sem os enriquecimentos de cinemaética. Por
fim, no capitulo 4, o algoritmo base foi modificado para processar elementos laminados com
enriquecimento de cinemadtica e quatro estruturas foram simuladas para mostrar o potencial da

formulagao.
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2 O meétodo dos elementos finitos
posicional

Para o desenvolvimento da pesquisa, foi utilizado o método dos elementos finitos com
parametros nodais em posi¢des, como citado anteriormente. Nesse sentido, apresenta-se o
desenvolvimento da formulagdo basica, usando como referéncia principal Coda (2018), e

algumas expressoes especificas deste trabalho.

Antes da apresenta¢do da formulagao, € necessario explicitar as consideragdes adotadas

ao desenvolvé-la. Sendo assim, as considera¢des adotadas sao:

a) as camadas sdo perfeitamente aderidas umas nas outras, o que implica a
continuidade do campo de deslocamentos e posicoes em todo o dominio do
elemento;

b) apesar dos deslocamentos poderem ser grandes, as deformacdes sdo pequenas ou
moderadas, o que torna valida a lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff;

c) cada camada ¢ perfeitamente homogénea;

d) a espessura de cada camada ¢ perfeitamente uniforme por todo o elemento na
configuragdo indeformada;

e) as secoes transversais sao retangulares;

f) as forgas externas ndo variam de intensidade, direcao e nem sentido com a mudanca

da posic¢do do seu ponto de aplicacdo, 0 que as tornam conservativas.

Portanto, todas as equacdes serdo embasadas nessas premissas.
2.1  Fungoes de mapeamento ¢ mudanca de configuracio

Como ja havia sido mencionado, as curvas que representam as posigdes iniciais e atuais
dos elementos finitos foram aproximadas por polindmios de ordem cubica. Neste trabalho,
considerou-se que a curva de referéncia para posi¢gdes encontra-se no centro de rigidez da se¢ao
transversal, que ndo necessariamente coincide com o centro geométrico, visto que os laminados
estudados ndo sdo necessariamente simétricos. Além disso, as curvas de referéncia sdo obtidas
por meio da interpolagdo das posi¢des dos nos, que sdo quatro neste caso. Desse modo, pode-

se obté-las pelas expressoes:
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x™ = ¢p(EDX™ @.1)
Y = ¢ (EDYI™, 2.2)

onde x™ e y™ sdo as posi¢des interpoladas inicial e atual, respectivamente, dos pontos da curva
de referéncia do elemento; i indicaa dire¢ao da coordenada; m explicita que se trata de pontos
na curva de referéncia; X eY sdo as posi¢des iniciais e atuais do n6 £, respectivamente;e ¢ € a

funcdo de forma referente ao nd ¢, fungdo da varidvel adimensional &; definidade -1 a 1.

A utilizagdo das funcdes de forma ¢, ¢ um artificio matematico para facilitar a
interpolagdo de valores. Elas sdo provenientes dos polindmios de Lagrange e podem ser obtidas

por:
_ (GG -8) (G Gem) (G fea) - (G — &)
(& —8)(&— &) (&= &) (& = Epen) (& = &)

onde n ¢ o numero total de nés do elemento mapeado e &, € a coordenada &; do nd € na regido

$(§1) (2.3)

isoparamétrica adimensional. No contexto desta pesquisa, foram adotados 4 no6s por elemento,
. . T 11 . :
cujas coordenadas adimensionais sdo —1, — 3¢ 1, respectivamente e igualmente espacadas.

Portanto, as fungdes de forma relacionadas a cada n6 sao:

1 & 9¢& 9¢&}
= -2 2.4
1 16716 16 16" @4

9 27& 9& 278
-2 _ _ 2.5)
2716 16 16 T 16

9 27§ 9& 278

- _ 2.6)
s 1617 16 16 16 ’ (
1 & 9¢& 9¢&
- _ 2t 4yt 71 2.7
s 16 16 716 T 16 @7

Com o auxilio da curva de referéncia e dos vetores generalizados, qualquer ponto no
interior do podrtico pode ser localizado, conforme ilustra a Figura 10, para uma secdo
indeformada. Para localizar um ponto em uma sec¢ao indeformada, basta localizar um ponto na
curva de referéncia, escolher a camada k que se deseja analisar, transladar o vetor generalizado
para o centro da camada e multiplica-lo por um fator de proporcionalidade, regulado pela
variavel adimensional &,, que é definida no intervalo de -1 a 1. Em outras palavras, um ponto
qualquer em um elemento de portico laminado indeformado pode ser encontrado por meio da

seguinte funcao de mapeamento:
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h
ﬂ“@b§M)=x5=¢A&M?”+(§§”+fh—@J¢Agwﬁ 2.8)

onde xf ¢ a i-ésima componente da posi¢do inicial do ponto que se encontra na k-ésima

camada, tal que essa camada possui espessura h; e centro geométrico com uma altura x; em
relagdo a superficie inferior do elemento (Figura 10). Assim, £;° é a fun¢io de mapeamento
que converte os pontos da regido isoparamétrica no plano Elfz(k) para o dominio inicial B da
estrutura, mais especificamente para a k-ésima camada do elemento. Por fim, Vf representa a
i-ésima componente do vetor generalizado inicial relativoao né € e X, ¢ a altura do centro de
rigidez da se¢do transversal do elemento medida a partir da base, definida por:

2R (BE Xy
Xer = n k ;

r=1(E¢ M)

onde ]E'g1 ¢ o mddulo de Young da lamina k na direcao longitudinal do elemento, ou seja, na

1<k<n, (2.9)

direcdo definida por uma variagao de &;.

Figura 10 — Distancias e medidas de uma secdo transversal indeformada com n camadas. A curva de

referéncia se encontrano centro de rigidez da segio
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Fonte: Elaborado pelo autor.
De forma similar, existe uma funcdo de mapeamento fl-lk(fl,fz(k)) que transforma
pontos da regido isoparamétrica em pontos na configuragao atual B da estrutura. Entretanto,
como a geometria da estrutura nessa configuracdo ¢ mais complexa que a inicial, algumas

modificagdes sdo feitas na Equagao (2.8), como a substituicao dos valores iniciais para os atuais.
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Além disso, parametros adicionais sdo acrescentados para permitir a mobilidade da cinematica

planejada. Assim, o0 mapeamento do dominio atual da estrutura ¢ descrito pela equagao:

fi1k(€1’ 2(k)) _ yik _

h (N ?
Pe(EDY™ + [(7" O b2 = T ) + DT (87 + 5~ 2 l (DG (2.10)

+¢02° (a8 + b, ) (—1D* 9,61,
onde y¥ é a i-ésima componente da posigdo atual do ponto que se encontra na k-ésima camada;
Gf ¢ a i-ésima componente do vetor generalizado do n6 € na configuragdo atual, ndo mais
necessariamente unitario e nem ortogonal & curva de referéncia; T¢ ¢ um parametro nodal que
acrescenta uma deformacao de carater linear na direcdo do vetor generalizado, o que permite
evitar problemas de travamento volumétrico (BISCHOFF; RAMM, 1997); (—1)!*1¢ ; G_?{_(i) é
o vetor generalizado gl)g(El)Gf rotacionado 90 graus no sentido horério e (akfék) + 191() €éo
perfil do enriquecimento de formato zigue-zague devidamente convertido para a varidvel
adimensional local &%, tal que a, € & sdo os coeficientes angular e linear da lamina k,
respectivamente. Por fim, Z ¢ o novo parametro nodal que regula a intensidade do perfil de
enriquecimento nessa soma. Dessa forma, a Figura 11 ilustra os mapeamentos descritos

anteriormente, assim como os dominios inicial B, atual B e isoparamétrico adimensional.

Figura 11 — Fung¢des de mapeamento e seus respectivos gradientes
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como citado anteriormente, a formulagdo aqui descrita ¢ Lagrangiana total, ou seja,

utiliza sempre como referencial o dominio inicial do problema. Por essa razdo, a funcdo
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S
mudanca de configuracdo f (x4, x,) € de suma importancia para as expressoes deste trabalho.
Entretanto, como as fungdes de mapeamento e o seu dominio isoparamétrico sao utilizados, a
fun¢do mudanca de configuragdo nao ¢ dada de forma explicita, mas escrita na forma de uma

composic¢ao de fungdes, como ilustraa Figura 11, pela seguinte expressao:

f(xpxz) = fl (fo_l(xpxz))- (2.11)

O gradiente A da fun¢do mudanca de configuragao também ¢ utilizado para o desenvolvimento

das equagoes. Esse gradiente ¢ uma matriz 2x2 para problemas bidimensionais, definido como:

0f;
Ayj = o/ (2.12)
que, com o auxilio da Equagdo (2.11), pode ser expresso na forma:
A=A'-(4A"1, (2.13)

onde A° e A sdo, respectivamente, os gradientes das fung¢des de mapeamento inicial e atual.

Esses gradientes sao definidos como:

af°

0 i

A= 3¢ (2.14)
aft

e tornam possivel a conexao entre os dois dominios.

Por fim, caso se deseje, a altura atual h de uma secao transversal do elemento pode ser

calculada por meio da alturainicial h, e dos vetores generalizados g dessa segdo, tal que:

h = hylgl. (2.16)

2.2 Calculo do perfil de enriquecimento em zigue-zague

Como parte deste trabalho, um modo de enriquecimento da cinematica com forma de
zigue-zague ¢ calculado. O perfil desse modo ¢ feito de segmentos de reta definidos por
camadas, os quais apresentam continuidade de deslocamentos nas interfaces interlaminares ao
passo que permitem a descontinuidade da derivada em relagdo a direcdo transversal nesses

mesmos pontos (Figura 4a).

Como parte do procedimento, inicialmente adota-se como referéncia a superficie

inferior da se¢do transversal do laminado. Desse modo, cria-se uma varidvel X que expressa a



52 2 O metodo dos elementos finitos posicional

distancia de um ponto na secao transversal até a sua superficie inferior. Assim, o perfil de
enriquecimento do campo de deslocamentos transversais da k-ésima camada pode ser escrito

da forma:

h
k _ _ k
7 X Sxk +7, (2-17)

onde X, ¢ a coordenada do centro geométrico da camada k, que possui espessura h;,, em relagdo

IA

uk(f) = akf+ bk;fk_

a superficie inferior da secdo transversal, e a; ¢ b, sdo os coeficientes angular e linear,
respectivamente, do segmento de reta relacionado a essa camada. Nesse contexto, entende-se
que existem duas incdgnitas para cada segmento de reta, o que implica 2n incognitas para um

composito laminado de n camadas. As equacdes para a construgdo desse sistema foram retiradas

do trabalho de Coda, Paccola e Carrazedo (2017).

A principio, sdo utilizadas n-1 equacdes de continuidade entre as camadas. Essas

equacoes sao:

_ I _ Iy
ay (xk +7) + bk = Ak 41 (xk+7> +bk+1;1 <k<n-1. (2.18)

Além disso, como ¢ planejado que o modo de enriquecimento ndo interfira nos esfor¢os
resultantes da secdo transversal, impde-se que suas resultantes para esfor¢o normal e momento
fletor sejam nulas por meio de duas equagdes de equilibrio. Como o foco ¢ a obtencdo de uma
curva qualitativa, utiliza-se o fato de as deformagdes longitudinais provenientes do modo de

enriquecimento serem proporcionais a ele, o que permite utilizar as seguintes equagoes de

equilibrio:
n
z (axX + b )Ef dx = 0, (2.19)
k=1"N«k
n
Z f X (a, % + by )Ef dx = 0, (2.20)
k=1 "Nk

tal que ]E'g1 ¢ o mddulo de Young da 1amina k na direc¢do longitudinal do elemento, ou seja, na

direcdo de &;. Por fim, as n-1 equagdes restantes sdo relagdes quantitativas empiricas entre os
coeficientes angulares de camadas adjacentes, dadas por:

]Ek h3 _ ]Ek+1h3

—he
(B = %er) (B, o + B i)
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onde X, ¢ a altura do centro de rigidez da secdo transversal, medida a partir da superficie

inferior, definida pela Equagao (2.9).

Caso o denominador da Equacdo (2.21) seja nulo para algum valor de k, substitui-se o
lado direito dessa equagao por zero. Assim, em virtude dessas 2n equagdes, € possivel calcular
as incognitas ay, e by, de cada camada. Entretanto, essas constantes trabalham com a variavel x,
nao utilizada na formulagdo apresentada anteriormente. Devido ao mapeamento, a variavel

utilizada para a diregdo transversal é £X, portanto precisa-se converter a Equagdo (2.17) para a

forma akfz(k) + 4. Isso € feito por meio das transformagdes:

a;h
a, = 8 (2.22)
2
/{)f’k = akf(k) + bk' (2.23)

Assim, essas novas constantes podem ser utilizadas na Equagao (2.10).
2.3 Estacionariedade da energia mecanica total

Para se determinar as posigdes nodais, os vetores generalizados ¢ as intensidades de
deformacdo longitudinal e zigue-zague atuais da estrutura, que sdo incdgnitas, torna-se
necessario utilizar equagdes de equilibrio. Neste trabalho, essas equacdes foram encontradas
por meio do principio da estacionariedade da energia mecanica total, o qual afirma que o
equilibrio de um corpo ¢ estabelecido no ponto onde a energia mecanica total possui variagao
nula. Diante desse contexto, faz-se necessario construir a expressao da energia mecanica total
para que, posteriormente, artificios algébricos sejam empregados para encontrar seu ponto de

variacao nula.

A energiamecanicatotal I1 ¢ constituida por trés parcelas, a energia potencial das forgas
externas IP, a energia de deformacao da estrutura U e a energia cinética K. A auséncia da tltima
parcela citada caracteriza a resolu¢do de um problema estrutural estatico, ao passo que a
consideragdo de sua influéncia resulta em uma anélise dinamica. Assim, a energia mecanica
total de um sistema e a equagdo de sua variagao no ponto de equilibrio podem ser escritas,

respectivamente, por:

N=P+U+K, (2.24)
8I1 = P + 6U + SK = 0. (2.25)
Considerando todos os valores nodais incognitos no vetor generalizado Y, pode-se

reescrever a Equacdo (2.25) para a forma:
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ol (0P 0U 0K\
aYy ay adYy oY

que, devido a arbitrariedade das variacdes & Y, produz as equacdes de equilibrio:

ot JdP o0U OJK
i il  § (2.27)
aY odY adY oY

onde 0 é um vetor de coordenadas nulas, restando agora desenvolver cada parcela dessa

equacao.

Como comentado, o vetor ¥ ¢ utilizado como forma de representar todos os parametros
nodais previamente apresentados, ndo apenas as posicoes. Assim, a organizacdo de suas
componentes é dada pela sequéncia Y = {v3, Y}, GL,G) T Z Y2, Y2, G2,G2,T?, 7%, ..},
onde parametros do mesmo n6 sdo organizados na mesma regiao do vetor, de forma sequencial.
Além disso, sera utilizada também a notacao (-)5 para os parametros nodais, tal que «a indicaa

direcdo do parametro, caso seja aplicavel, e  revela o seu no.

2.3.1 Energia potencial das forcas externas

Como afirmado no inicio do capitulo, todas as for¢as aplicadas nesta formulagdo sdo
consideradas conservativas, isto ¢, ndo variam com a posi¢ao do seu ponto de aplicacdo. Desse
modo, foram considerados dois tipos de carregamentos em forca diferentes para elementos de
portico: as cargas concentradas e as distribuidas por unidade de comprimento. A energia

potencial dessas cargas externas ¢ expressa pela equagao:

1
P = —FY} — ] G (EDYMEDI (£)déy, (2.28)
1

tal que Ff ¢ a coordenada i da forca externa concentrada no n6 #; q;(&;) € o valor da carga
distribuida pelo elemento em fun¢ao da variavel &;, que também pode ser representada por meio
da interpolagdo dos seus valores nodais como ¢,(&;)Qf; o valor de y™ (§;) representaa curva
de referéncia do elemento na configuracao atual, a qual também pode ser escrita por meio de
interpolagdo dos valores nodais como ¢,Y; e J* é o jacobiano da mudanga do dominio de

integragdo d SJ" para d¢,, definido por:

Jot = /xiﬁ +x§'€1. (2.29)

Em face disso, pode-se escrever a derivada de IP em relagdo as posi¢des nodais como:
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oP

1 .
vt =—F/ - j (¢J (51)Qij)¢f(fl)]6n(f1)dsz1; (2.30)
i -1

onde o resultado da parcela da integral também pode ser chamado de for¢a nodal equivalente,

aqui representado por F/¢.

Em formulag¢des que utilizam vetores generalizados, a aplicagdo de momentos externos
nos nos de um elemento pode ser feita, segundo Coda (2018), acrescentando-se os seguintes

valores ao sistema:

opP

f
1
P ,
=M ¢, (2.32)
2

onde M ¢ o valor do momento externo aplicado ao n6 #, sendo positivo no sentido anti-horario.
Como as Equagdes (2.31) e (2.32) utilizam um parametro atual como valor de entrada, pode-se
afirmar que esse carregamento nao ¢ conservativo. Neste trabalho, entretanto, ele sera tratado
de forma conservativa dentro de um passo de carga ou tempo, e seu valor sera atualizado no
inicio de cada passo de carga com os pardmetros atuais G¢ mais recentes, mantendo-se constante
durante as iteragdes. Deve-se informar que, apesar dos parametros nodais associados ao
enriquecimento de deformacdo transversal e zigue-zague poderem apresentar conjugados
energéticos, estes nao serdo considerados como carregamentos externos aplicaveis, tendo em

vista que ndo possuem significado fisico conhecido.

2.3.2 Energia de deformacao da estrutura

Devido a aplicacao de forcas externas, a estrutura absorve energia durante sua mudanca
de configuracdo. A quantidade total de energia de deformac¢do U armazenada pela estrutura
pode ser entendida como a soma das energias de deformacdo U, armazenadas em cada

elemento. Dentro desse contexto, escreve-se a energia de deformagao de um elemento como:

noo1 1
e = [ weGexdvy =y [ [ k(5088 V(60680 paia, @3
Vo =1 171

onde u, ¢ a energia especifica de deformagdo do elemento. Como ela pode ser diferente em
cada camada em funcao dos parametros dos materiais utilizados, integra-se a energia especifica

de deformacio u¥ de cada l1dmina k do elemento de n camadas, tal que J, ¢ a fungdo jacobiano
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para mudanga da regido de integragio, definido nesse caso como det (A4°), e b é a espessurado

elemento.

Assim, de forma similar ao item anterior, € possivel encontrar a derivada parcial de U,

em relagcdo aos parametros nodais:

U, aue_aEdV_fS_aEdV .
oF W OE a7 0 b ar .

tal que E ¢ o tensor de deformacdes de Green-Lagrange, definido por:

1 1
E=5(A'4-D= (@ @)@ @™ -,
) (2.35)
E = E((AO)—t (AN AL (A9 - ),
e § ¢ o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Além disso, surge na Equacao
(2.34) a derivada de E em relacdo aos parametros nodais, que pode ser expressa por:
% Ly () a0 0 ) () 0y e
oy 2 Y oY
Neste trabalho ¢ utilizada a lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff (SVK) para o

estado plano de deformagdes (EPD). Essa lei pode ser escrita, para materiais isotropicos, como:

{(1 —v)(EZ + E%) + 2VE\ Eyp + (1 — 2v)(EL + E2)D), (2.37)

Ye = 2+ v)(1 - 2v)

onde v ¢ o coeficiente de Poisson do material e [E é seu modulo de elasticidade. A relacao entre
tensdes e deformacdes para essa lei constitutiva nas condi¢gdes acima de isotropia e EPD pode

ser obtida por meio da notagdo de Voigt:

(1-v)E vE 0
1+v)1-2v) (1+v)(1-2v)
S, vE (1-v)E 0 0 E 4
Sz _|(1+v)(1-2v) (A +v)(1-2v) Bz (2.38)
S12 E Eip
S21 0 0 (1+v) 0 Eyq
0 0 a+v)

E interessante comentar que o parAmetronodal T, que esta presente na Equagdo (2.10),
nao ¢ a unica solugdo para problemas de travamento na simulacao. Além dele, outra alternativa

¢ considerar o coeficiente de Poisson nulo na Equacdo (2.37), o que torna a analise mais simples.
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2.3.3 Energia cinética

No caso das analises dindmicas, a parcela referente a energia cinética K deve estar

presente na formulacao. Ela pode ser explicitada por:

1 ..
K= Ef PoYiyidVo, (2.39)
v,

0

tal que p, ¢ a densidade do material na configuracdo inicial e y; ¢ a i-ésima coordenada do

campo de velocidades do elemento.

Para a obtengdo das equagdes de equilibrio, precisa-se derivar K em rela¢do aos
parametros nodais Yf. Como parte do processo, precisa-se calcular a sua variagdo §IK que, apos
algumas operagoes algébricas, pode ser escrito como:

SK=| poy;6y;dVy, (2.40)
Vo

onde y; ¢ a i-ésima coordenada do campo de aceleragdes no dominio do elemento.

A partir desse ponto, considera-se que a iné€rcia correspondente a rotagdo das segdes
transversais em torno do eixo do elemento seja nula, visto que sua influéncia no resultado final
¢ inferior a 1% para elementos que possuam razao entre comprimento e altura superior a 10,
como mostrado por Coda (2018). Como consequéncia, pode-se supor que a massa do elemento
finito esteja toda concentrada na curva de referéncia, o que permite escrever a Equagdo (2.40)

como:
SK= | poymsyi™ds,, (2.41)

Lo
tal que p, ¢ a densidade linear do elemento, L, ¢ a curva de referéncia em sua configuracao

inicial e m indica que o dominio em questdo € a curva de referéncia.

De forma similar as posigdes, ¢ possivel encontrar os valores de y" e §y;" por meio da
interpolagdo dos valores nodais Y'f e 6Yf com polindmios de Lagrange, veja a Equacdo (2.2).
Assim, escreve-se:

0K _ e
7= | PoPedadSo Y], (2.42)
aYi Lo
onde Y é aaceleragdo do n6 a na diregdo i. Percebe-se que a Equagio (2.42) apresenta valores
ndo nulos apenas para derivadas em relagcdo as posi¢des nodais. Em outras palavras, 1sso

significa que a derivada de K em relacdo as coordenadas dos vetores generalizados e aos
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enriquecimentos de cinematica T e Z foram desprezadas por representarem movimentos de
frequéncia muito elevada quando comparados aos movimentos globais da estrutura. Por fim,

pode-se escrever (2.42) como:

0K 2
—=M"-Y, (2.43)
ay

tal que M ¢ uma matriz de massas resultante da integral em (2.42), cujas linhas e colunas

associadas aos graus de liberdade G;,T e Z sdo nulas.
24  Conexio entre elementos finitos

A utilizacdo de vetores generalizados para descrever a dire¢do e o alongamento da se¢ao
transversal torna a andlise intuitiva e facilita a implementacao da formulagdo posicional em
diversos aspectos. Entretanto, o uso desse mapeamento torna a conexao entre elementos finitos
adjacentes mais complexa quando comparada a formulagdo 2D baseada em giro. Isso ocorre
porque o n6 compartilhado entre elementos pode possuir mais de um vetor generalizado, cada
um referente a um elemento diferente. Diante desse impasse, algumas solugdes foram
desenvolvidas e apresentadas por Soares, Paccola e Coda (2019), e a adotada para este trabalho

¢ descritanos proximos paragrafos.

Para a conexdo apropriada entre os elementos, calcula-se inicialmente o vetor normal
unitario em cada né de cada elemento. Apds esse procedimento, verificam-se quais nos sao
utilizados por mais de um elemento e comparam-se os seus vetores generalizados. Caso a
conexdo seja rotulada, os vetores relativos a cada elemento permanecem como graus de
liberdade independentes. Entretanto, caso a ligagdo ndo seja rotulada, um algoritmo mais

elaborado ¢ aplicado.

Nesse contexto, se a ligagdo em questdo ¢ monolitica, verifica-se o angulo entre os
vetores generalizados do mesmo nd. Se esse angulo for menor ou igual a 15°, calcula-se o vetor
bissetriz unitario entre eles, que ¢ assumido como o unico vetor generalizado do n6 da ligagao,
como mostra a Figura 12a. Por outro lado, caso esse angulo seja maior que 15°, ¢ feita uma
ligacdo por penalizagdo que pode ser descrita como a utilizacdo de um elemento de treliga
ficticio vinculado a extremidade desses vetores, como ilustrado pela Figura 12b. A energia que
esse elemento ficticio absorve ao se deformar pode ser pré-calculada para fazé-lo se comportar
como uma conexao monolitica entre elementos. A estratégia usada para a obtencao desse valor

\

¢ aplicar a trelica ficticla a mesma energia de deformacdo gerada pelo material que
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originalmente preenche o espago da conexdo. Para que isso ocorra, a rigidez (EA);. desse

elemento de barra simples deve ser calculada pela equagao

a

(EA)yr = 4G,q(hob) [tan (%) sin (E)] (2.44)

proposta por Soares, Paccola e Coda (2019), onde h,, € a altura inicial da se¢do transversal do
elemento de poértico, b € a sua espessura, @ ¢ o angulo inicial entre os vetores generalizados
presentes na conexdo € G., € 0 modulo de elasticidade transversal do material usado na
conexdo. Como neste trabalho os elementos finitos sdo laminados e, portanto, feitos de
materiais diferentes, assumiu-se G, como a média ponderada dos modulos de elasticidade
transversal de cada camada, utilizando a altura h;, de cada uma como peso.

Figura 12 — Conexao entre elementos finitos adjacentes quando o dngulo entre os vetores generalizados

¢ a) menor ouigual a 15° e b) maiorque 15°

a) b)
Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, caso a ligacdo seja semirrigida, a mesma estratégia do elemento ficticio
explicada anteriormente ¢ aplicada, porém para qualquer angulo entre os vetores. Nesse cenario,
a rigidez desse elemento também pode ser pré-calculada para fazé-lo se comportar de acordo
com a constante elasticada ligacdo. Finalmente, deve-se comentar que para formulagdes de
porticos 3D, os vetores generalizados evitam o uso de formulas especiais para giros finitos,
possibilitando aplicagdes gerais de forma simples quando combinadas a uma formulacao

Lagrangiana total (CODA, 2018).
2.5 Processo de solucao

Nos itens anteriores, foram mostradas as equacdes de equilibrio que governam o
problema de acordo com a formulagdo posicional do método dos elementos finitos, mais

especificamente na Equacao (2.27). A montagem desse sistemanao linear de equagdes depende
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da integracdo de ntcleos ndo lineares, entendidos numericamente na forma de tentativa de
processo iterativo de solucdo. Tanto a integragdo dos ntcleos quanto o processo iterativo de

solucdo das equagdes ndo lineares dependem de técnicas numéricas descritas a seguir.

2.5.1 Quadratura de Gauss-Legendre

Varios trechos da formulagao deste trabalho requerem a realizacdo de integrais sobre
regides planas definidas pela linha de referéncia e a linha da secdo transversal, tendo em vista
que a largura das barras ¢ considerada constante. Entretanto, em virtude da simplicidade da
linguagem de programagao utilizada, o procedimento de integracao analitica foi substituido por
uma aproximag¢do numérica, a regra de quadratura de Gauss-Legendre (HILDEBRAND, 1987).
Esse método de integragao numérica aproxima a operagao, quando definida em um intervalo de
-1 a 1, por meio de um somatdrio de valores assumidos pela fungdo em pontos do dominio

ponderados por pesos, escrito da forma:

ngg, n9g¢,

f_llf_llf(fpfz)dﬁdfz = Z z f(f1ig,fzjg)wig\/|/jg, (2.45)

ig=1jg=1
onde ngg, € ngg, sdo o nimero de pontos de Gauss na diregdo de &; e &,, respectivamente.
Além disso, os valores flig e fzjg sdo as coordenadas dos pontos de Gauss nas respectivas
direges, a0 passo que w;, € Wj, sd0 0s pesos associados a elas. Nesse contexto, a Tabela 1

mostraas coordenadas e os pesos desses pontos em fungdo do nimero de pontos utilizados em
cada direcao. Para este trabalho, foi suficiente utilizar 4 pontos de integragdo na dire¢do de ¢,

e 3 na direcdo de ¢, em cada camada.
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Tabela 1 — Coordenadas e pesos dos pontos da regra de quadratura de Gauss-Legendre em fun¢do do niimero de

pontos
Nium. de pontos nge, Coordenadas ¢ ig Pesos w,
1 0 2
2 + ! 1
R
8
0 =
9
3
3 5
+ — —
t g 9
18 ++/30
36
4
18 —+/30
36
) 128
225
4 1 322 + 13470
5 —3 900
1 10 322 — 1370
3 P27 900

Fonte: Weisstein (2020)

2.5.2 Método iterativo de Newton
As equagdes de equilibrio que sdo provenientes da Equagdo (2.27) ndo sdo lineares para
os parametros nodais. Em virtude disso, adotou-se o método de Newton para solucionar

numericamente o sistema. Esse método objetiva buscar raizes de fung¢des do tipo g (¥) = 0 por
meio de sucessivos refinamentos de um valor arbitrario inicial, ou seja, ¢ um método iterativo

e largamente utilizado para esse tipo de problema.

O método de Newton pode ser descrito de formabreve como segue. De inicio, escolhe-

~ . y e - . - s> reg . . ;.
se uma solugdo arbitraria X, para o sistema g (X¥) = 0 que seja suficientemente proxima da

solucdo real. Desse modo, esse valor pode ser aprimorado por meio da equacao de recorréncia:
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. ,  [04()
Xk+1 = X — By

-1
) - g(xXp), (2.46)
Xk

que também pode ser escrita de forma incremental como:

0g(%)
0x

-1
) - g (Z). (2.47)
Xk

- - -
Xpe1 = X = DXy = —(

Assim, a soluc¢ao aproximada pode ficar o mais proximo da exata quanto se deseja. Para a
automatizacao desse processo, deve ser estabelecido um critério de parada adequado para o

problemaem questao.

2.5.2.1 Solucao do problema estatico

O objetivo do algoritmo € resolver o sistema formado pela Equacdo (2.27). Para o caso
estatico, apenas as parcelas de energia de deformagao U e potencial das forcas externas [P sdo

consideradas na equacao. Em face disso, as equagdes de equilibrio podem ser escritas da forma:

al»+alj—*(17)—* (2.48)
o7 or Y ' ’

onde 0 éum vetor de coordenadas nulas. Desse modo, paraa aplicacdo da Equagdo (2.47), torna-
se necessario calcular o valor de 0 5(?) / oY que, com a substituicdo dos devidos valores,

fornece:

=

ogyy_ o’p  ou o 0U
oY  (aY®dY) (aY®aY) (aY®0aY)

(2.49)

tal que O ¢ uma matriznula, visto que as cargas externas sao conservativas na formulagao deste

trabalho, e H ¢ chamada de matriz Hessiana global.

Com o proposito de construir a matriz Hessiana global, adota-se como estratégia
calcular a contribuicdo de cada elemento nessa matriz. Essas contribui¢des podem ser

explicitadas, com auxilio da Equacao (2.34), de forma:

] OE dS OE 02E
Hel = = f5=f,dVo :f —i—=+tSi———|dV, (2.50)
ay \Jy, oY v, \Y aY (0Y®aY)
ou:
HE! ‘f 0 OF s U )y (2.51)
abrs = | o7 ayF " avzavP v '
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onde He€! é chamada de matriz Hessiana local. Em razdo da linearidade da lei constitutiva de
Saint Venant-Kirchhoff, a derivada do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

em relagdo aos pardmetros nodais dS / dY)7 pode ser calcula diretamente da Equagéo (2.38)

para materiais isotropicos e estado plano de deformagdes, ou seja, 3S/dY = C:9E / dY, sendo
0E /Y dado pela Equagdo (2.36). Por fim, a segunda derivada de E em relagdo aos parametros
nodais pode ser calculada derivando-se a expressio (2.36), lembrando que tanto A! quanto a
sua derivada sdo funcgdes desses pardmetros. Além disso, vale lembrar também que todas as
integracdes sdo realizadas de forma numérica por meio da Equacdo (2.45) na regido
adimensional isoparamétrica, sendo necessario o uso do jacobiano para a correta conversao
entre dominios. Esse procedimento devera ser feito para cada ldmina k do elemento finito,
sendo que a medida que esses valores forem calculados, eles deverao ser acumulados na matriz

Hessiana global nos respectivos indices.

Neste trabalho, as posi¢des nodais iniciais X e os vetores generalizados iniciais V sdo
utilizados como primeira aproximagcio para as posicdes atuais ¥ e vetores generalizados atuais
G, respectivamente. Como no inicio da analise nio h4 empenamento em zigue-zague € nem
deformacao transversal, utiliza-se zero como a primeira aproximacao dos enriquecimentos de
cinematica T e Z. Assim, em posse da matriz Hessiana global, podem ser aplicadas as condi¢des
de contorno ao sistema da Equacdo (2.47) e, em seguida, o valor do incremento de pardmetros
nodais AY pode ser determinado. Desse modo, uma nova aproximagdo para os parametros

nodais pode ser obtida por:

= =

Vprr =Y, +AY, (2.52)
e todo o procedimento para calculo de H e § devera ser realizado novamente com esses novos

valores.

Como ja discutido antes, esse procedimento iterativo precisa de um critério de parada.

Neste trabalho, o ciclo do algoritmo encerrara quando:

A7 ]

[X]

< tol, (2.53)

onde tol ¢ uma tolerancia arbitraria, definida em fung¢ao do problema.

Para se conhecer o caminho de equilibrio da estrutura e aumentar a taxa de convergéncia
do método de Newton, trabalha-se com passos de carga, procedimento conhecido como método

de Newton-Raphson. Em outras palavras, apenas uma fracdo do carregamento ¢ aplicada
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inicialmente e, quando o critério de parada ¢ satisfeito, outra parcela desse carregamento €

aplicada, empregando-se como aproximacao inicial de Y o valor calculado pelo passo de carga

anterior. Esse procedimento ocorre até o carregamento ser aplicado em sua totalidade.

2.5.2.2 Solucio do problema dinamico

Na andlise dinamica, as parcelas que dependem da energia cinética K também sao

consideradas na Equagdo (2.27), o que permite escrever ﬁ(?) como:
—+—=+—=4g(7Y) =0, (2.54)

> 2 . . .
onde dK/dY = M-Y. Nesse cenario, tanto o carregamento quanto os pardmetros nodais
variam com o tempo t da analise. Entretanto, como a solucao ¢ feita de forma numérica, o
tempo foi utilizado de forma discreta, tal que o instante atual é descrito pelo instante anterior

acrescido de um intervalo de tempo:

tepr = ts + At (2.55)
onde t¢,, € o instante atual e At é o passo de tempo da analise. De forma similar a solucao de
problemas estéticos, a Equagdo (2.47) precisa ser aplicada. Em vista disso, a Equagdo (2.54) ¢

reescritapara se tornar mais adequada as variaveis utilizadas de forma:

oP ou
R + —

S +M- ?s+1 +C- ;:s+1 = 6' (2.56)
0Ylgyr 0Ylgyq

g(?s+1) =

tal que M ¢ a matriz de massas e 0 é um vetor de coordenadas nulas. A Equagdo (2.56) deve ser

valida para todo instante t. Incluiu-se o termo C - 1_'/;4_1 para possibilitar a consideragdo de
amortecimento em andlises estruturais. Nessa parcela, € ¢ uma matriz que regula a intensidade
do amortecimento e pode ser calculada como uma combinacao linear entre a matriz de massa e
a matriz Hessiana inicial (rigidez), tal como descrito com detalhes em textos de analise

dinamica linear de estruturas como, por exemplo, Warburton (1976).

Como comentado anteriormente, o tempo foi tratado como uma varidvel discreta.
Optou-se por utilizar o método do integrador temporal de Newmark para relacionar as variaveis
posic¢do, velocidade e aceleragcdo em passos de tempo consecutivos (WARBURTON, 1976). As

equacdes que regem esse método sao:

= =

Yo =Y+ Y AL+ [(E — ,8) Yo+ ﬁYs+1] At? (2.57)
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i‘+1 = i +(0- V)Ati + }/Atl'_/;_,_l, (2.58)
tal que § e y podem assumir valores arbitrarios em fun¢do da analise. Para os valores de f§ =
1/4ey =1/ 2,as Equagdes (2.57) e (2.58) reproduzem o movimento retilineo uniformemente
variado, com aceleragdo constante em cada intervalo de tempo. Em geral, esses sdo os valores
adotados para essas constantes nas aplicagdes realizadas; mas, eventualmente, outros valores

poderao ser adotados; veja, por exemplo, Greco (2004).

E interessante ressaltar que a Equagdo (2.47) gera, entre outros parametros, as posigoes
no instante atual. Esse fato torna necessario reformular as Equagdes (2.57) e (2.58) de forma que
a velocidade e a aceleracdo no instante atual sejam escritas em fun¢do da velocidade e
aceleracao no passo de tempo anterior e da posi¢ao atual, que sdo valores conhecidos. Dessa

forma, essas equacdes podem ser escritas da forma:

=

Ys+1 ,BA s+1 + ﬁs - yAt@)s (2.59)
2 1
Vors = gag Vor = O, (2.60)

onde:

~ 1 1 = 1 Lo S
Qs = ﬁAtZYS+ﬁ Yo+ (ﬁ_l)y e  Ry=Y;+At(1 —y)Ys. (2.61)

Portanto, pode-se reescrever g como:

7(Yei1) oP() +a[U + My -m Q, + "y +C- R, —yAtC - Q.

g 1) = = o 1 YVl 1 ) — Y )

st ov |y o7l  BAtz St S oopac T ’ T 2.62)
=0,

lembrando novamente que os novos termos s6 existem para as derivadas de KK em relagdo as

posic¢des nodais. Por fim, pode-se escrever a matriz Hessiana para a analise dindmica como:

yC

Hestat A
T sar BAt? + BAt’

(2.63)

s+1

tal que H®t%! ¢ a matriz Hessiana estatica dada pelas Equagdes (2.49) e (2.51), M é a matrizde

massas da Equacdo (2.42) e € ¢ a matrizde amortecimento.

O critério de parada das iteragdes do método de Newton-Raphson para o algoritmo
dindmico é o mesmo do algoritmo estatico, dado pela Equagdo (2.53). Vale lembrar que, para

este tipo de analise, passos de tempo sdo utilizados ao invés de passos de carga.
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2.6 Calculo das tensoes e esforcos internos

Ap0s a convergéncia do processo iterativo, torna-se possivel calcular as tensdes internas
e os esfor¢os solicitantes atuantes na configuracdo atual da estrutura. Uma vez que os
parametros nodais atuais sao definidos, o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie pode ser calculado em todo o dominio. Apesar disso, sabe-se que ele carece de
interpretacao fisica, o que torna necessario converté-lo para o tensor de tensdes de Cauchy. Isso

pode ser feito pela equacao:

1
o= 7A -5+ A, (2.64)
tal que:
Ji  Det(AY)
_a_Z= M 2.65
/=7 = Det(ady (269

Vale lembrar que o tensor de tensdes de Cauchy calculado pela Equagdo (2.64) esta
orientado de acordo com as diregdes dos eixos globais iniciais. Em vista disso, esse tensor
precisa ser rotacionado para explicitar os valores de tensdes em outras direcdes. Isso ¢ feito por

meio da rotagao:

o0=R'"0"R, (2.66)
onde:
M1 N
R= [nz n ] (2.67)

tal que R é uma matriz de rota¢do e n, e n, sdo as coordenadas do vetor unitario 7 que indica
a nova dire¢ao do tensor. Para o calculo de tensdes em uma secdo transversal qualquer, utiliza-
se como 7 o vetor generalizado atual da se¢do, normalizado e rotacionado em 90°, ou seja, o

plano da se¢do transversal atual ¢ tomado como referéncia.

Tomando como base as equagdes anteriores, os esforcos internos atuantes em uma se¢ao
transversal podem ser determinados por meio da integragao das tensdes de Cauchy. Dessa
forma, a forca normal, a for¢a cortante € 0 momento fletor sdo calculados, respectivamente,

por:

h
N = j511dA = bf 01,dX, (2.68)
A 0
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h
Q= jalsz = bj G1,d%, (2.69)
A 0

h
M = J&ll(.f - fcr)dA = bj 611(.72 - fcr)df (270)
A 0

2.7  Regularizacao das tensoes de cisalhamento transversais

Apesar de gerar um campo de deformagdes transversais por cisalhamento descontinuo,
a cinematica proposta pelas Equagdes (2.8) e (2.10) ainda gera tensdes transversais descontinuas.
Por isso, foi necessario aplicar uma estratégia energética de enriquecimento do tensor de
deformagdes de Green-Lagrange de forma a regularizar essas tensdes. As equacdes aqui
descritas para a determinacao desse enriquecimento foram desenvolvidas utilizando como base

as formulagdes implementadas por Coda (2015) para elementos de cascas e placas laminadas.

Essa estratégia tem como premissa a equivaléncia entre a energia gerada pelas tensodes
e deformagdes calculadas naturalmente pela formulagdo e a energia gerada pela deformacao
enriquecida e as tensdes cisalhantes transversais regularizadas ao longo da sec¢do transversal.

Matematicamente, essa ideia pode ser escritacomo

1 o1
Ej Slelzdx = Ej Slelzdx, (271)
ho h

0

tal que E;, ¢ a deformagdo de Green-Lagrange enriquecida e S;, ¢ a tensdo de cisalhamento

transversal regularizada.

Com o proposito de facilitar o equacionamento do problema, adotou-se um elemento
finito laminado retilineo de cinematica mais simples, sem o enriquecimento de deformacgao
transversal T. Nesse contexto, especificamente para essa parte da formulagdo, substituiram-se
os numeros relativos aos eixos coordenados pelas letras usuais xy, tal que o eixo x estejana
direcdo do comprimento do elemento e o eixo y esteja na direcdo de sua altura, ou seja, um
sistema de coordenadas local na configuracdo inicial do elemento finito. Além disso, como a
ideia ¢ propor um processo de regularizacdo da cinematica ja definida pela Equacao (2.27), as
deformagdes foram pressupostas pequenas o suficiente para aproximar S;, = 71, € Ej» = €15,
onde 74, ¢ a tensdo de cisalhamento na se¢do transversal e £;, € a semi-distor¢do de engenharia.

Nessas condigdes, o campo de deslocamentos desse elemento pode ser escrito como:
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sendo que y possui origem na superficie livre inferior do laminado, y,, ¢ a coordenada y do
centro de rigidez da secdo transversal, 8(x) ¢ a rotagdo da secdo transversal e Z(x) ¢ a

intensidade do empenamento de perfil zigue-zague nessa sec¢ao.

Dessa forma, a partir da Equacgao (2.72), podem-se fazer as operagoes:

v Jdu
Y za-"E:)/med(x)‘l'Z(x)'ak (2.73)
€
Ty = Gy = Gy - Ymea(x) + G Z(x)ay, = Tgc/y + T)%y' (2.74)

onde y ¢ a distor¢do, v € o deslocamento transversal do elemento, .4 (x) € constante na se¢ao

Y

transversal, G € o modulo de elasticidade transversal da k-ésima lamina e T,

e T4y sdo as
parcelas da tensdo de cisalhamento transversal oriundas da cinematica base e do empenamento

de perfil zigue-zague, respectivamente.

De forma similar, pode-se utilizar a Equacao (2.72) para obter os valores:

Jdu
= =0 ()~ y) +Z () (@ + ) @79
c
Oy = Eréx = Ekgl(x) : (y _ycr) + EZ' (x) - (aky + bk) = O-;)c/ + 0_9?: (2.76)

em que &, ¢ a deformagdo de engenharia, g, ¢ a tensdo normal na se¢do transversal, E; ¢ o

médulo de elasticidade da k-ésima camada e o, e o7 sdo as parcelas da tensdo normal axial

X

oriundas da cinematica base e do empenamento de perfil zigue-zague, respectivamente. Sabe-

se que, pela mecanica dos solidos:

M
oy =B () v =yer) = B 7— O = ¥er), 2.77)
eq
em que M € o momento aplicado na segéo € I, € 0 momento de inércia equivalente da se¢do
transversal, constante e definido como:

log = J Ex(y — Yer)?dA, (2.78)
A

0

onde A, ¢ a regido da secao transversal.

Uma vez que os valores de 7y, € y foram calculados, restam calcular os valores da

tensdo cisalhante regularizada 7, e da distor¢do enriquecida y associada para a aplicagdo da
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equivaléncia energética dada pela Equagdo (2.71). Isso ¢ feito pelo equilibrio de forgas na
direcdo do eixo x, como mostrado pela Figura 13, tal que A* € a regido da se¢do transversal

inferior ao ponto de coordenada y cuja tensdo 7, esta sendo calculada.

Figura 13 — Equilibrio de uma fragdo do elemento na dire¢do do eixo x

y Tuy

Ox+dox

}\‘/b{

dx

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, pode-se escrever que:

Tyyb-dx=— | do,dA (2.79)
A*
€
_ doy

Os valores de 6! e 6 jasio conhecidos e estdo presentes nas Equagdes (2.76) e (2.77).

Por isso, o valor de 7,,, foi separado em duas parcelas: f;/y e 7%, . Assim, a Equago (2.80) pode

ser reescrita como:
_ Q(x) Q(x)
T;/y =~ Ex(y = Yer)dA = — ms(y) (2.81)
bleg J bleg
(¥
_ Z”(X) le(x) ~
Ty =——— | Exlawy +b)dd=-—=—2@), (2.82)
A*

onde Q(x) é o esfor¢o cortante atuante na se¢do transversal, my(y) ¢ o momento estatico
equivalente da area A* em relacdo ao centro de rigidez y,,- € Z(y) € uma nova fungdo que sera
chamada de momento estatico do zigue-zague. Visto que estamos considerando pequenas

deformacdes, a seguinte aproximacao ¢ valida:

Txy = Gry = 2GgE1; = Tyy = S12, (2.83)

portanto a Equacao (2.71) pode ser reescrita como:
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f Txyydy = fxyydy' (2.84)
h

0 ho
A partir deste ponto, a equivaléncia de energia foi feita separadamente para a parcela

procedente da cinematica basica e para a parcela procedente do empenamento em zigue-zague.

2.7.1 Parcela da cinematica base

Nesta etapa, a Equacao (2.81) ¢é trabalhada e inserida na Equagdo (2.84). Sabe-se que y

¢ constante em toda a se¢do transversal para esta parcela, portanto a Equacdo (2.84) fica da

forma
e ( ) _ 0
e [ v o Q(x)?
yet fh Ofxydy = fh O <—b2 12.Gx m2(y) | dy. (2.86)

Como a forca cortante resultante deve ser a mesma para 0s casos com € sem

regularizacdo, considera-se que a integral de T}C/y ao longo da altura da se¢do resulte no mesmo

valor da integral de T, na mesma regido. Devido a isso, a Equagio (2.86) pode ser reescrita

xy
como
Q(x) Q(x)?
cte
25y fh0< bl ms(y) | d f B212,Gy mi(y) | dy, (2.87)
que ap6s simplificagdes, pode ser reduzida a
QW) _ . Jioy sy
bl,, xy [ m(y)2 (2.88)
hO Gk y

Assim, essa ultima expressdo pode ser substituidana Equacao (2.81), o que resultaem

Jngmsdy
7, = chtehsT my(y) (2.89)

th (le

e, portanto, ao usar as aproximacoes estabelecidas anteriormente,

Elcge fhoms(Y)dy

Gk J‘ ms(y)z
k

LV —
12 —

ms(y), (2.90)

sendo que ES¢ pode ser obtido de uma fungdo mudanga de configuragdo sem o enriquecimento

de cinematica em zigue-zague.
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2.7.2 Parcela da cinematica proveniente do empenamento em zigue-zague

De forma andloga ao item anterior, utilizam-se as Equagdes (2.74) e (2.82) para a
determina¢do da Equacdo (2.84). No entanto, nesta situacdo, essa expressdo ndo apresenta
incognitas que garantam a igualdade de energia imposta. Por essa razdo, serd acrescentado um

fator K ao lado direito da Equacdo (2.82), tornando-a

ZII
b(x)a(y), 2.91)

sendo o valor de K inicialmente desconhecido e responsavel por manter a igualdade da

t, = -K

expressao da igualdade de energia.

Tendo em vista a alteragdo anterior, a Equacao (2.84) pode ser escritacomo

ZII Z”
0(—K b(")a(y))<—1< G:z)z(y)>dy (2.92)

(G Z(N)a)(Z()a)dy = j

Ro h

que, ap6s simplificagdes pertinentes, pode ser apresentada da forma

K2Z"(x)2 [ (E()?
Z(x)zj (Graz)dy = bz(x) j ( 2 )dy. (2.93)
ho no \ Gk

Apos 1ss0, pode ser calculado o valor de K para a igualdade da expressao, que €

b1z | Jn,(Graiddy
=T =2\ (2.94)
27 [ (B9 4y

Assim, por meio da Equagdo (2.91) e em posse do valor de K, é possivel obter a expressdo da
parcela da tensdo de cisalhamento transversal regularizada proveniente do empenamento em

zigue-zague:

fho(Gkai)dy -

i <%yk)2> 5 E(y), (2.95)

T3y = tsgn(Z" (x)) - 1Z (x)|

onde sgn(x) € a fungdo sinal, que retorna 1 se x > 0, 0se x = 0¢ -1 se x < 0. Por fim, pela

consideragdo de pequenas deformacgodes, obtém-se

_ Z Sy Grap)dy
Ef, = +sgn(Z" (x)) - | Zg)l Mo _:(k )kz 2(y). (2.96)
“ (“ : )dy

Gy
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Dessa forma, com os valores de FIZ e EZ, calculados pelas Equagdes (2.90) € (2.96),
respectivamente, ¢ possivel obter o tensor de Green-Lagrange enriquecido E por meio da

substitui¢do

Ey, = E}, + E%, (2.97)
em coordenadas locais, ou seja, com 1 representando a direcdo do eixo do elemento e 2

representando a dire¢do da altura da segao transversal.

Outro aspecto a ser levado em conta ¢ que o sinal definitivo da Equagdo (2.96) ¢
desconhecido. Em face disso, assumiu-se que o sinal da expressdo acompanhasse o valor de

Z(x), o que levou a equagdo a ser reescritada forma

_,  Z(x) fho((G:ka,zc)dy

= = EQ)I. 2.98
272G 2(y)2 (2.98)
- fh0< Gy )dy

2.7.3 Estratégia para facilitar a convergéncia

A alteracdo anterior prejudica a convergéncia do processo iterativo de solugao. Uma das
razdes que desencadeia esse problema ¢ modificar apenas o tensor de Green-Lagrange, ao passo
que suas derivadas em relacdo aos parametros nodais Y sdo mantidas inalteradas. Por isso,

. . oy e . . ~ 3 1
tornou-se necessario criar um artificio para incorporar as regularizagdes também em JE / dY,

que nesta se¢ao sera chamada de matriz DE.

De forma similar aos itens anteriores, modificou-se o elemento 12 da matriz DE em

coordenadas locais. A alteragdo proposta para o calculo da matriz enriquecida DE é
DE,, = aDE}, + B(DE;, — DEY,), (2.99)

na qual DE , pode ser obtida, por intermédio da Equagdo (2.90), como

DEfge Jpymsdy
ms(y)?
“ g y

Y —
12 —

ms(Y)' (2.100)

e DE£Le pode ser calculado por meio da cinematica sem o modo de enriquecimento zigue-zague.
A Equacgao (2.99) pode ser interpretada como a média ponderada entre as parcelas de DEI2 ,que
¢ proveniente apenas da cinematica base, € a parcela de DEZ,, que ¢ proveniente apenas do
empenamento e foi pressupostacomo DEY, subtraidado total DE;,. Nesse contexto, entende-

se que a soma dos valores de a e [ deve totalizar 1. Além disso, essas constantes sao
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responsaveis por manter a propor¢ao entre os efeitos da cinematica base e do empenamento,

portanto elas foram arbitradas como

EV
a@=——2_ (2.101)
EY, + E%,
(§
EZ
B 12 (2.102)
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3 Portico plano homogéneo isotropico

O capitulo 2 descreve a formulagao para elementos finitos de portico 2D laminado com
enriquecimentos na cinematica que foi utilizada nesta pesquisa. Entretanto, decidiu-se
inicialmente implementar uma versao mais simples dessa formulagao para fim didatico. Dessa
forma, foi escrito em FORTRAN um algoritmo baseado no método dos elementos finitos

posicional (MEFP) com elementos de portico plano homogéneo e vetores generalizados.

A cinemadtica implementada ¢ similar a das Equacgdes (2.8) e (2.10), entretanto ndo sao
considerados os parametros de enriquecimento T ¢ Z. Além disso, o elemento é homogéneo, o
que seria equivalente a considerar o nimero de laminasigual a 1 nas equagdes citadas, e feito
de material isotropico. Para evitar problemas de travamento, utilizou-se coeficiente de Poisson

nulo na lei constitutiva da Equagao (2.37).

Dessa forma, este capitulo mostra exemplos processados por meio da formulagao citada.
Os valores obtidos s3o comparados com casos encontrados na literatura para devida validagao

do codigo.
3.1 Exemplo 1: Viga engastada e livre com carga concentrada e pequenos

deslocamentos

A formulagdo implementada analisa problemas estruturais de forma geometricamente
ndo linear. Entretanto, para um primeiro exemplo de validagdo, optou-se por utilizar um
problema com pequenos deslocamentos. Nessas circunstancias, o resultado gerado pode ser

comparado com o obtido por meio da formula linear para vigas de Euler-Bernoulli.

O problema em questao envolve uma viga engastada e livre, de comprimento igual a
6 m e carga vertical para baixo de intensidade 50 N concentrada em sua extremidade. A se¢ao
transversal do elemento ¢ retangular de dimensdes 20 cm x 50 cm e o material possui modulo
de elasticidade igual a 1 GPa. A Figura 14 ilustra a configuragao do problema, bem como os

valores dos parametros e dimensdes envolvidas.
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Figura 14 — Medidas e parametros do exemplo 1: viga engastada e livre com carga concentradana

extremidade
50N
Z h 4 g g
A E=1GPa S S
2 L2 2
6m
20 cm

Fonte: Elaborado pelo autor.

O deslocamento vertical na extremidade livre de uma viga engastada e livre com
cinematicade Euler-Bernoulli pode ser calculado, para analises geometricamente lineares, por
meio de:

5 PL3
~ 3E!

para um carregamento concentrado P em uma viga de comprimento L, moédulo de elasticidade

(3.1)

longitudinal E e secdo transversal com momento de inércia /. Além disso, ainda no contexto

geometricamente linear, 0 momento extremo ocorre no engaste e vale PL.

Como parte do pré-processamento, a viga foi modelada com dois elementos de pdrtico
de comprimentos iguais a 3 m. Além disso, foram utilizados 10 passos de carga e uma tolerancia
de 107°. Nesse cendrio, 0 modelo da estrutura foi processado e gerou os resultados mostrados
pela Figura 15. Esses resultados incluem o valor dos deslocamentos verticais e dos esforgos
internos de forca cortante e momento fletor. Dessa forma, a Tabela 2 compara os resultados
obtidos pela formulacao baseadano MEFP e os valores calculados pelas equagdes para analises

geometricamente lineares.
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deslocamentos

Figura 15 — Resultados do processamento do exemplo 1, em escala vertical 100 vezes maior. Foram

calculados os deslocamentos e os esforgos internos de forga cortante e momento fletor

0.000E+00
-1,927E-04
-3.853E-04

Deslocamento vertical (m) -5.780E-04

-7.707€E-04
-9.633E-04

-1.156E-03
-1.349€-03

-1,541E-03
-1.734E-03

5.000E+01
5.000E+01
5.000E+01
5.000E+01
5.000E+01
5.000E+01
5.000E401
5.000E+01

5.000E+01
5.000E+01

Forga cortante (N)

-2.867E-08
-3.333E+01
-6.667E+01

Momento fletor (Nm) -1.000E+02
-1.333E+02

-1.667E+02
-2.000E+02
-2.333E+02

-2.667E+02
-3.000E+02

Fonte: Elaborado pelo autor.



78 3 Portico plano homogéneo isotropico

Tabela 2 — Comparac@o entre os resultados obtidos pela formulagao para elementos finitos de portico e os

calculados pelas equacdes classicas lineares parao Exemplo 1

Método dos elementos finitos o o
Formulacao linear classica

posicional
Deslocamento na extremidade
1,734 mm 1,728 mm
livre
Esforgo cortante no engaste 50,000 N 50N
Momento fletor no engaste 300,000 Nm 300 Nm

Fonte: Elaborado pelo autor

Diante dessas informacdes, nota-se a proximidade entre os resultados, o que revela a

coeréncia dos resultados obtidos pela formulagdo cuja andlise ¢ geometricamente ndo linear.
3.2 Exemplo 2: Viga engastada e livre com grandes deslocamentos

Semelhante ao exemplo anterior, este problema trata de uma viga fina engastadae livre
sob a¢do de um carregamento concentrado em sua extremidade livre. Como a viga é esbelta, os
deslocamentos sdo grandes para o carregamento aplicado, o que torna a aplicacdo de equagdes
para analises geometricamente lineares ndo mais adequada como no exemplo anterior. Os dados
deste problema foram retirados de Maciel (2008) com o propdsito de comparagao, mas também

estao disponiveis em Reese, Kiissner e Reddy (1999).

A viga em questao possui vao de 10 mm e se¢do transversal quadrada de lado 0,1 mm.
Além disso, o modulo de elasticidade do material utilizado é 1,68 - 103 N / mm? e a carga
concentrada vertical possui modulo igual a 0,001 N, ¢ orientada para cima e esta aplicada no
centro de gravidade da se¢do transversal. A Figura 16 ilustraa geometria do problema com seus

respectivos parametros.

Figura 16 — Medidas e parametros do exemplo 2: viga esbelta engastada e livre com carga concentrada

na extremidade

0,001 N T
!

; x = A =
A E=16810° N/mm’ | & | B
=~ =) S
< > «—>
10 mm 0,1 mm

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nessas circunstancias, a viga foi modelada por 3 elementos finitos de pértico com nos
igualmente espacados e 10 passos de carga foram utilizados, assim como uma tolerancia de
1076 por iteragdo. A configuragdo atual obtida apds o processamento é mostradana Figura 17.
Além disso o valor do deslocamento maximo ¢ apresentado na Tabela 3 junto com os valores

encontrados por Maciel (2008) e Reese, Kiissner e Reddy (1999).

Figura 17 — Configuragio atual da viga do exemplo 2 e seu campo de deslocamentos verticais, em

milimetros

Deslocamentos verticais
(mm)

7.570E+00

6.729E+00

{ 5.888E+00

//! 5.047E+00
=

4.206E+00
D 3.365E+400

2.523E+00

1.682E+00
I 8.411E-01
0.000E+00

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 3 — Deslocamento vertical da extremidade livre da viga do exemplo 2 obtido por este trabalho,
por Maciel (2008) e por Reese, Kiissner e Reddy (1999)

Deslocamento vertical do ponto de

aplicagdo da carga
Este trabalho 7,57 mm
Maciel (2008) 7,58 mm
Reese, Kiissner e Reddy (1999) 7,40 mm

Fonte: Elaborado pelo autor

Como pode ser observado, o valor encontrado nesta pesquisa estd bem proximo dos
encontrados na literatura. E interessante citar também que a formulagado aqui utilizada considera
coeficiente de Poisson nulo, diferentemente dos modelos de Maciel (2008) e Reese, Kiissner e

Reddy (1999), que consideram v = 0,4. Além disso, eles também utilizaram leis constitutivas
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Neo-Hookeanas, o que mais uma vez difere da formulagdo deste trabalho. Portanto, esses

fatores sao possiveis responsaveis pela desigualdade desses valores.
3.3  Exemplo 3: Portico plano com grandes deslocamentos

Neste problema, considera-se um portico plano com carregamento em duas diregoes e
com base engastada. O exemplo foi retirado do trabalho de Branco (2002) e ¢ uma adaptacao
do problema proposto por Elias (1986). O portico possui dimensdes de 240 in por 240 in, se¢ao
transversal de 0,91 in por 10,95 in, dois carregamentos verticais de 370 kips e um horizontal de
1 kip, como mostra a Figura 18. O material utilizado possui modulo de elasticidade E igual a

30000 ksi.

A estrutura foi modelada com 2 elementos finitos de aproximacdo cibica com nos
igualmente espagados em cada trecho, o que totaliza 6 elementos no modelo. A conexao entre
os vetores generalizados dos elementos finitos na extremidade dos trechos foi feita por meio da
aplicagdo de barras de treliga ficticias conforme explicado no item 2.4. Para a aplicacdo das
forcas externas, foram considerados 10 passos das cargas verticais. Além disso, a carga
horizontal unitariano ponto A foi mantida constante durante todos esses passos de carga. Com
o propoésito de suavizar o comportamento da curva em grandes deslocamentos, o Gltimo passo
de carga foi subdividido em 4 passos. Desse modo, os deslocamentos horizontais no ndé A da
Figura 18 foram calculados e sdo mostrados na Figura 19, assim como os valores obtidos por

Branco (2002) e Elias (1986).

Figura 18 — Dimensdes e parametros do exemplo 3: portico plano com grandes deslocamentos
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 19 — Deslocamento horizontal do ponto A em fungdo da carga vertical: comparagdo entre valores

obtidos por Elias (1986), Branco (2002) e por este trabalho
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—a—FElias (1986) —®—Branco (2002) —— Este Trabalho
Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode ser observado na Figura 19, os resultados das trés analises sdo muito
proximos, o que mostra a eficaciado mapeamento por vetores generalizados e a conexao entre
elementos adjacentes. E importante comentar que qualquer divergéncia entre valores pode ser
devido ao método utilizado por cada autor. Nesse contexto, Branco (2002) utilizou o método
dos elementos finitos com descricdo Lagrangiana atualizada e hipdteses de Timoshenko, ou
seja, considerou o efeito do cisalhamento, enquanto Elias (1986) obteve a solugao analitica do

problema.

Além disso, ¢ importante citar que os outros autores consideraram o coeficiente de
Poisson do material igual a 0,2, que foi desprezado no célculo dos resultados deste trabalho na
Figura 19, entretanto a consideracdo desse paradmetro ndo influencia muito no resultado do
processamento. Para melhor ilustrar esse efeito, o mesmo exemplo foi processado considerando
o coeficiente de Poisson igual a 0,2 no célculo do modulo de elasticidade transversal, porém
mantendo seu valor nulo nos termos fora da diagonal do tensor constitutivo elastico para evitar
problemas de travamento volumétrico. Assim, o resultado obtido ¢ comparado ao anterior na

Figura 20.
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Figura 20 — Deslocamento horizontal do ponto A em fun¢do da carga vertical: comparagio entre os

resultados que desconsideram e consideram v = 0,2
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como se pode observar, houve uma pequena redu¢do na rigidez do pértico quando os

efeitos de cisalhamento se tornaram um pouco mais significativos.
34 Exemplo 4: Portico articulado em forma de losango submetido a cargas em
sentidos opostos

Com a finalidade de validar o c6digo, um outro exemplo de portico foi implementado.
Este consiste em uma estrutura articulada em forma de losango com dois planos de simetria,
como mostraa Figura 21. Em virtude dos seus dois planos de simetria, apenas um quarto da
estrutura precisa ser resolvida, o que agiliza o seu processamento. Esse problema foi retirado
do trabalho de Greco (2004) e possui solugdao analitica geometricamente exata dada por
Mattiasson (1981). Como Mattiasson (1981) apresenta a solugdo analitica em termos de valores
adimensionais, foram adotados pardmetros e medidas unitarios para o problema, tais como o
modulo de elasticidade, a area ¢ o0 momento de inércia da secdo transversal; os mesmos
utilizados por Greco (2004), como mostraa Figura21. Observa-se que, nesse caso, o coeficiente

de Poisson é nulo.
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Figura 21 — Geometria e pardmetros do exemplo 4: portico articulado em forma de losango com dois

planos de simetria

E=1
I=1
A=10000

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, o trecho AB foi modelado por 10 elementos finitos com nos igualmente
espacados. Além disso, aplicou-se uma carga adimensional PL? /EI = 10 por meio de 15
passos de carga. Assim, os deslocamentos adimensionais calculados sao mostrados na Figura
22 e na Figura 23. Essas mesmas figuras também mostram os valores analiticos

geometricamente exatos de Mattiasson (1981) para referéncia.
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Figura 22 — Valores adimensionais obtidos para o deslocamento vertical do ponto A em fungao da carga, assim

como os valores analiticos geometricamente exatos calculados por Mattiasson (1981) para comparagio
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 — Valores adimensionais obtidos para o deslocamento horizontal do ponto B em func¢éo da carga,

assim como os valores analiticos geometricamente exatos calculados por Mattiasson (1981) para comparagio
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além desses resultados, as configuragdes atuais do portico para tragdo € compressao
com carregamento adimensional igual a 10 também foram esbocadas. A Figura 24 mostra

ambas as configuragdes.
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Figura 24 — Configuragdo inicial e atual do portico do exemplo 4 para cargas adimensionais de tragdo e

compressdo iguais a 10. As medidas de posi¢cdo dos eixos também sdo adimensionais
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como se pode observar, os resultados sdo praticamente coincidentes, validando

perfeitamente a formulacdo proposta em aplicacdes com materiais homogéneos que

desenvolvam grandes deslocamentos e rotagdes.
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4 Portico plano laminado com
enriquecimento de cinematica

Apoés a validacao do algoritmo base de portico plano homogéneo no capitulo 3, o
programa foi modificado de forma a implementar as equacdes descritas no capitulo 2, ou seja,
os enriquecimentos de cinematica T e Z e a regularizagio das tensdes cisalhantes transversais.
Nesse contexto, alguns exemplos foram simulados tanto para validagdo quanto para mostrar o
potencial da formulagdo proposta. Todos os exemplos deste capitulo foram processados

assumindo-se o estado plano de deformacdes e o coeficiente de Poisson nulo dos materiais.
4.1 Exemplo 1: Viga laminada engastada e livre

Este primeiro exemplo foi retirado de Coda, Paccola e Carrazedo (2017) e se trata de
uma viga laminada engastada e livre com 200 cm de comprimento, 30 cm de largura e altura h,
como mostra a Figura 25. Essa viga possui trés camadas de altura h / 3 com moddulos de
elasticidade E4, E, ¢ [E5, respectivamente, organizados da base até o topo da secao transversal,

além de estar sujeitaa agao de uma carga vertical g distribuida em area por toda a sua extensao.

Figura 25 — Medidas e pardmetros do exemplo 1: viga laminada engastada e livre

h/3
E3 h/3
[z h/3

Ei
20y o
30 cm

Fonte: Elaborado pelo autor.
Esse problema possui duas varia¢des: (1) g = 1073kN / cm?comh = 60 cme(2) q =

107®°kN / cm? com h = 6 cm. Cada variagdo foi simulada com 3 arranjos diferentes do
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laminado, organizados da camada inferior para a superior, respectivamente: (a) E,, E;, E,;

(b) Ep, Eg, Ep; (¢) Ep, Eg, Eg; onde E, = 100kN / cm? e E, = 5kN / cm?.

Esse exemplo foi simulado com duas cinematicas distintas: TZ0 e TZ1. A primeira
impde como condi¢do de contorno que os enriquecimentos de cinematica T e Z sejam sempre
nulos em todos os nods, ao passo que a segunda permite que esses parametros variem livremente
pelas iteracdes, ambas sem regularizacao das tensoes transversais. De forma similar, no trabalho
de Coda, Paccola e Carrazedo (2017), esse problema foi simulado com 7 cinematicas distintas,
porém apenas trés foram selecionadas para validagao da formulagdo: TB, que ¢ a cinematica de
Euler-Bernoulli enriquecida com influéncia do esforgo cortante; 7PN, que € enriquecidacom T
e sem regularizacao das tensdes transversais € 7PZ, que possui o enriquecimento de cinematica

do tipo zigue-zague e as tensoes transversais regularizadas.

A estrutura em questdo foi modelada por trés elementos finitos de nos igualmente
espagados e a tolerancia de convergéncia adotada foi 10~7. Nesse contexto, o deslocamento

vertical na extremidade livre da viga foi calculado para todos os casos citados e esta registrado

na Tabela 4.

Tabela 4 — Deslocamento vertical na extremidade livre da viga do exemplo 1, em centimetros, para cada

cinematica
Caso TZ0 TZ1 B 7PN 7PZ
la 0,1249 0,1258 0,1220 0,1262 0,2622
1b 1,3225 1,3227 1,3160 1,3228 1,3404
1c 0,3301 0,3308 0,2960 0,3303 0,3323
2a 0,1153 0,1153 0,1157 0,1153 0,1162
2b 1,3045 1,3045 1,3045 1,3045 1,3046
2c 0,3204 0,3204  0,2897 0,3203 0,3203

Fonte: Elaborado pelo autor

Como pode ser observado, as divergéncias entre os resultados das diferentes cinematicas
sdo mais significativas para os casos da variacdo 1, onde o laminado ¢ mais espesso. Além
disso, os enriquecimentos de cinemadtica ndo alteraram significativamente o valor do
deslocamento, que se assemelha ao da cinematica 7PN. Os perfis normalizados de
empenamento com formato zigue-zague obtidos para os casos la, 1b e 1c sdo ilustrados na

Figura 26.
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Figura 26 — Perfis de enriquecimento em zigue-zague dos casos la, 1b e 1¢ normalizados
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o intuito de analisar a influéncia do enriquecimento de cinematica Z e do algoritmo
de regularizacgo descrito no item 2.7, as tensdes cisalhantes transversais S;, € S;, do caso la
foram calculadas na secdo transversal do engaste. A distribui¢do dessas tensdes sem e com
regularizacdo, respectivamente, podem ser vistas na Figura 27. Além disso, a distribui¢cao dos
valores do parametro Z ao longo do comprimento da viga em ambos os casos foi esbocada na

Figura 28.

Figura 27 — Distribuigdo das tensdes cisalhantes transversais no engaste para o caso la: S;, semregularizagao

(esquerda)e S, , regularizado (direita)
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 28 — Distribuigdo do parametro Z ao longo da viga no caso 1a: semregularizacgo (esquerda)e
regularizado (direita)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Posi¢ao dasecdo transversal (cm)

Ap6s a andlise desses resultados, percebe-se que o valor de Z € mais significativo nas

proximidades do engaste para o cendrio sem regularizacao, que € onde ocorre a maior atuagao

do esforco cortante. Além do mais, o valor é aproximadamente nulo na extremidade livre, o que

pode indicar uma possivel correlagdo com a intensidade das tensdes de cisalhamento atuantes

na secdo transversal. Por outro lado, no cenario com regularizacdo, os valores de Z se

apresentam constantes por toda a extensao da estrutura, revelando que o modo de empenamento

nesse cendrio possui uma rigidez similar a de tracdo e compressao.

Por fim, foi feita uma analise de sensibilidade do caso 1a para ambas as situagoes, isto

¢, com e sem regularizagdo. Essa analise consiste em tracar a distribuicao de tensdes cisalhantes

transversais no engaste para diferentes valores de E;, ao passo que o valor de E, se mantém

constante € igual a 100 kN / cm?. Nesse contexto, a distribuigdo de tensdes com e sem

regularizagdo para cada valor de E; ¢ apresentada na Figura 29.
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Figura 29 — Perfil de tensdes cisalhantes transversais para cada valorde E; do caso 1a: sem

regularizagdo (esquerda) e regularizado (direita). Cada cor indica um valor de E, na legenda, em kN / cm?
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode ser observado, o perfil ndo regularizado apresentou tendéncia de
continuidade quando o valor de E, se aproximouao de E, = 100 kN / cm?. Em contrapartida,
o perfil regularizado ndo mostrou essa tendéncia e revelou instabilidades para determinados
valores de [, o que provocou até a mudanc¢a de quadrante do perfil. Uma das razdes que pode
ter levado a esse resultado ¢ o desconhecimento do verdadeiro sinal da Equagao (2.96), visto
que essa expressao foi construida a partir de uma equivaléncia entre energias. Além disso, é
importante lembrar que, da forma que foram propostas, as equagdes de regulariza¢do das
tensdes transversais ndo foram incorporadas ao funcional de energia, o que pode ter contribuido

para o carater instavel dessa solugdo.
4.2 Exemplo 2: Viga laminada engastada e livre com Z prescrito

Em face do comportamento observado no exemplo anterior, decidiu-se simular o caso
la com tensoes regularizadas novamente, com a mesma geometria e parametros fisicos, porém
restringindo o valor do pardmetro Z nas extremidades. Essa decisdo foi tomada devido ao
comportamento constante desse grau de liberdade no cenario com regularizacdo das tensoes
cisalhantes transversais, pois esperava-se que Z fosse nulo na extremidade livre e apresentasse

maxima intensidade na secdo do apoio. Em virtude disso, impds-se que o valor de Z na
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extremidade livre fosse sempre nulo € que na extremidade do apoio fosse sempre 5,9 - 10™* ¢m,

que ¢ o valor constante obtido na andlise anterior. Em decorréncia dessas consideracdes, a

distribui¢cdo de Z calculada ao longo da viga ¢ apresentada pela Figura 30.

Figura 30 — Distribui¢do da intensidade do modo de empenamento ao longo da viga do caso 1a ap6s imposi¢do
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Diante do resultado obtido, percebe-se que os valores de Z dos nds intermediarios se

adaptaram as condi¢des de contorno de forma linear em relagdo aos valores extremos. Além

disso, foram esbogadas na Figura 31 as tensdes cisalhantes atuantes na secdo transversal do

apoio, da extremidade livre e outras duas se¢des internas equidistantes das extremidades e entre

si.

Figura 31— Tensoes cisalhantes transversais em quatro segdes distintas, tal que a legenda mostra a distancia da
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secdo ao apoio

60

-0,004 -0,002 0
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que, ap6s a imposicao do valor de Z, as tensdes de cisalhamento comportam-

se como o esperado: maximas no apoio, nulas na extremidade livre e sem inversao de sinal.
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4.3 Exemplo 3: Viga laminada biapoiada com Z prescrito

Este exemplo ¢ similar ao anterior, alterando-se apenas os apoios da viga. Neste
contexto, uma viga biapoiada de comprimentoigual a 200 cm esta sujeita a um carregamento
distribuido de valorg = 3 - 1072 kN / cm por toda sua extensio, conforme mostra a Figura 32.
Sua secdo transversal possui espessurade 30 cm e trés camadas de 20 ¢cm cada, cujos modulos
de elasticidade sdo E, = 100 kN / cm? e E, =5 kN / cm?. A estrutura foi modelada com 3
elementos finitos de nds igualmente espagados, processada com regularizagdo das tensdes

cisalhantes transversais € tolerancia de convergénciade 1077,

Figura 32 — Medidas e parametros do exemplo 3: viga laminada biapoiada
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiramente, processou-se a barra com o parametro Z livre. De forma andloga ao
exemplo anterior, o valor de Z resultou aproximadamente constante por toda a estrutura,
valendo 1,76 - 1073 c¢m. Diante dessa resposta, percebe-se que a simetria da estrutura ndo foi
respeitada, visto que Z nao ¢ nulo no meio do vao e possui 0 mesmo sinal nas extremidades A
e B. Por isso, a estrutura foi simulada mais uma vez, porém com imposi¢cdo de Z nas
extremidades. Apos alguns testes, fixou-se Z, = —1,76-10"* cm e Zz = 1,76 - 10~ * cm,
ambos com intensidade dez vezes menor que o valor constante obtido pela primeira simulagao.
Nessa conjuntura, a distribui¢cdo da intensidade do empenamento em zigue-zague resultante ¢

esbocada na Figura 33.
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Figura 33 — Distribui¢do de Z na viga biapoiada apds imposigao de valores nas extremidades
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Novamente, o comportamento observado ¢ a formagao de uma relagdo linear entre os
valores nos nos intermediarios e os das extremidades. Nesse cendrio, a simetria do problema ¢

respeitada, o que ¢ mais evidente na distribui¢do das tensdes cisalhantes transversais exibida na

Figura 34.

Figura 34 — Tensoes cisalhantes transversais em varias se¢oes da viga do exemplo 3, onde as legendas indicam a

distanciada segdo até o apoio em A
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, conclui-se que Z precisa ser pré-fixado nas extremidades de cada trecho

da estrutura para produzir resultados fisicamente coerentes.
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44  Exemplo 4: Portico laminado com cinco pavimentos

O quarto e ultimo exemplo trabalha uma estrutura mais complexa que as anteriores.
Trata-se de um portico laminado com cinco pavimentos submetido a carregamentos
concentrados e distribuidos, conforme ilustrado na Figura 35, que possui sua base engastada
em A e B. Sua secdo transversal possui 15 cm de espessura e trés camadas de 20 cm cada, tal
que E, = 10000 kN / m? ¢ E, = 500 kN / m?. Cada trecho da estrutura foi modelado por
dois elementos finitos de nos igualmente espagados e a tolerancia de convergéncia utilizada foi

1077,

Figura 35 — Medidas e parametros do exemplo 4: portico laminado com cinco pavimentos
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Esse exemplo foi processado de duas formas: uma com o pardmetro Z nulo e fixo em
todos os nés e uma com Z livre, ambas sem regularizacao das tensoes transversais durante o
processamento. Nesse contexto, o objetivo ¢ analisar a influéncia do empenamento em zigue-
zague na flexibilidade global da estrutura. Por isso, apos a simulagdo, a posi¢ao atual dos nos

do problema e os seus respectivos deslocamentos foram organizados nos mapas de cores da
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Figura 36 e da Figura 37, sendo a primeirarelativaao cendrio com Z travado e a segunda com

Z livre.

Figura 36 — Posi¢do atual e mapade cores dos deslocamentos do portico com parametro Z restrito
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 37 — Posigao atual e mapade cores dos deslocamentos do portico com parametro Z livre
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tomando como base o resultado apresentado, percebe-se que a estrutura ficou mais

flexivel quando o pardmetro de empenamento estava sem restri¢des. No entanto, essa mudanga

foi pouco significativa, visto que as diferencas AU entre os deslocamentos nos cenarios com e

sem Z sdo da ordem de 1073 m. Esses valores sio mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — Deslocamentos em metros dos nos C e D do portico laminado com e sem empenamento em zigue-

zague.
Zt Z li
ravado ivre AU
Uy Uz U, Uz
1,72455  -0,20964  1,72570  -0,20978 -0,00014
-0,00019

1,71339  -0,29792

1,71454  -0,29811

Fonte: Elaborado pelo autor

Além disso, o diagrama do pardmetro Z pelos elementos do portico ¢ apresentado na

Figura 38. Nele, percebe-se que o empenamento ¢ mais intenso nos pavimentos mais baixos e

nos elementos a direita da estrutura.
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4 Portico plano laminado com enriquecimento de cinematica

Figura 38 — Diagrama do valor de Z no pértico laminado, em escala amplificada, onde as curvas vermelhas e

azuis sdo relacionadas aos elementos horizontais e verticais, respectivamente

z, z
— -
g} )
PPN
| X
1
) '/\v/\ />
A\
ZA ZB
-1l,0 0:0 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0 6:0

Posicdo (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Por fim, a distribui¢do das tensdes cisalhantes em uma das segdes transversais do portico

foi extraida e regularizada apenas no pds-processamento. Isso foi feito por meio das equagdes

de regularizacdo descritas no item 2.7 aliadas aos parametros atuais da estrutura calculados

durante a simulagdo. A se¢ao em questao esta localizada em uma das colunas na base do portico,

precisamente 1,5 m acimado apoio em A. Essa distribui¢do pode ser visualizada na Figura 39.
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Figura 39 — Tensdes cisalhantes transversais atuantes em uma se¢do 1,5 m acima de A no portico laminado

- 0,6
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- 0,1

f f f f f } f 0
-1,3 -1,1 -0,9 -0,7 -0,5 -0,3 -0,1
Tensdo cisalhante (kN/m?)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 Conclusoes

A intensidade do modo de empenamento em zigue-zague parametrizado por valor nodal
foi desenvolvido e implementado com sucesso, permitindo a mudanga de forma pretendida nas
se¢Oes transversais de barras de portico. Desse modo de empenamento resulta uma distribui¢do
de tensoes cisalhantes descontinuas. Para corrigir esse problema, desenvolveu-se uma estratégia
de suavizagdo das tensdes com base no Teorema de Cauchy e equivaléncia energética. Essa
estratégia foi aplicada diretamente ao calculo das tensdes e perfil de deformacgao, ou seja, nao
foi incorporada a cinematica do elemento de portico desenvolvido. O seu desempenho foi
satisfatorio para aplicagdes em pos-processamento de tensdes. Entretanto, quando incorporado
ao processo iterativo de solugdo, prejudicou a convergéncia e introduziu resultados com pouca

aderéncia ao comportamento fisico esperado.

Em trabalhos futuros, sugere-se realizaruma integracao espacial do modo de suavizagado
para possibilitar sua incorporacao a descri¢cao cinematica das se¢des transversais dos elementos.
Dessa forma, espera-se que o comportamento numérico satisfatorio obtido com a utilizagao do
modo de enriquecimento zigue-zague seja reproduzido agregando a precisao dos calculos das
tensdes de cisalhamento aqui obtida quando a regularizacdo proposta foi utilizadana forma de

pos-processamento.
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