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RESUMO

KISHINO, R. T. Uso da decomposi¢cdo multiplicativa de Flory na analise de sélidos
viscoelastoplasticos e fluidos altamente viscosos. 2022. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de
Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, S&o Carlos, 2022.

Materiais que apresentam comportamento viscoso sdo comumente utilizados em diversas areas,
com aplicagcBes ndo somente na engenharia civil, mas também nas industrias siderdrgica,
aeronautica, aeroespacial, petroquimica, alimenticia e de cosméticos. O conhecimento de seu
comportamento mecanico € de grande importancia especialmente nas fases de ruina e
manufatura, nas quais € comum a presenca de grandes deformacdes. Tendo em vista isto, 0
presente trabalho teve como objetivo propor uma formulagdo alternativa baseada na
decomposicdo multiplicativa de Flory capaz de modelar tanto solidos viscoplasticos quanto
fluidos altamente viscosos no regime de grandes deslocamentos e deformacdes. A formulagéo
foi implementada em um codigo computacional de analise tridimensional que emprega o
Método dos Elementos Finitos Posicional e elementos finitos prisméticos de base triangular. O
algoritmo comtempla: modelo constitutivo hiperelastico baseado na decomposicdo
multiplicativa de Flory com parcelas isocoricas do modelo de Rivlin-Saunders e parcela
volumétrica do modelo de Hartmann-Neff; modelos de plasticidade e viscosidade também
derivados da decomposi¢do multiplicativa do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green;
e algoritmo de contato por penalizacdo com deteccdo realizada por estratégia né-a-superficie
com superficies alvo consideradas rigidas. O programa foi validado com exemplos retirados da
literatura e aplicado em problemas da area da engenharia civil, como rompimentos de
barragens, propagacdo de onda em fluidos, preenchimento de férmas para conformagéo de
elementos estruturais e ensaios de caracterizacdo de pastas cimenticias. Foram obtidos bons
resultados tanto nos testes de validacdo quanto nos exemplos de aplicacdo propostos, sendo a
formulagdo considerada eficaz para a modelagem de sélidos e fluidos de forma simples e
unificada.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Posicional; grandes deslocamentos e

deformac0es; viscoplasticidade; fluido; contato.






ABSTRACT

KISHINO, R. T. Use of the Flory’s multiplicative decomposition in the analysis of
viscoelastoplastic solids and highly viscous fluids. 2022. Thesis (Master’s degree) — S&o
Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, 2022.

Materials that exhibit viscous behavior are commonly used in several fields, such as civil
engineering, steel manufacturing, aeronautical, aerospace, petrochemical, food and cosmetics
industries. Understanding their mechanical behavior is important especially in the failure and
manufacture phases, in which the presence of large deformations is common. With this in mind,
the present work aimed to propose an alternative formulation based on the Flory's multiplicative
decomposition capable of modeling both viscoplastic solids and highly viscous fluids under
large displacement, large strain regime. The formulation was implemented in a three-
dimensional analysis program that employs the Positional Finite Element Method and triangular
based prismatic finite elements. The algorithm includes: a hyperelastic constitutive model based
on the Flory's multiplicative decomposition with isochoric parts from the Rivlin-Saunders’
model and volumetric part from the Hartmann-Neff’s model; plasticity and viscosity models
also derived from the multiplicative decomposition of the right Cauchy-Green deformation
tensor; and contact algorithm employing the penalty method and node-to-surface strategy with
rigid master surfaces for contact detection. The program was validated with examples taken
from the literature and applied in civil engineering problems, such as dam failures, wave
propagation in fluids, casting of structural elements and cement paste characterization tests.
Good results were obtained in both validation and application tests. Therefore, the formulation
was considered efficient for modeling solids and fluids in a simple and unified way.

Keywords: Positional Finite Element Method; large displacements and strains; viscoplasticity;

fluid; contact.
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1 INTRODUCAO

Na literatura, € comum a utilizacéo de idealiza¢Ges para a descri¢cdo da deformacéo de
corpos sob a influéncia de tensdes. Entre tais idealizagdes, podem-se mencionar o0 modelo de
solido ideal, no qual os corpos se deformam de forma totalmente elastica e a energia necessaria
para a deformacgéo é completamente recuperada com a retirada do carregamento; e o0 modelo de
fluido ideal, no qual liquidos e gases se deformam de forma irreversivel (escoam) e a energia
necessaria para a deformacdo ndo é totalmente recuperada, uma vez que parte da energia é
dissipada em forma de calor. Embora existam liquidos que apresentem comportamento préximo
ao de fluidos ideais, uma quantidade bastante significativa de materiais possui comportamento
reolégico que se encontra em uma regido intermediaria entre os dois modelos (SCHRAMM,
2000).

Tais materiais apresentam comportamento viscoso e sdo comumente empregados na
area da engenharia. O conhecimento de seu comportamento mecénico é de grande importancia
nas fases de utilizacdo, ruina e manufatura, em especial nas duas ultimas, uma vez que nestas
fases passa a ser comum a presenca de grandes deformacGes. Entre as aplicacdes de tais
materiais, podem ser citados: conformacao de metais a quente na siderurgia (PARVIZIAN et
al., 2010); construgdo de fuselagens de aeronaves e veiculos aeroespaciais nas industrias
aeronautica e aeroespacial (BOUHAFS; WOZNICA; KLOSOWSKI, 2003); utilizacdo de
fluidos de perfuracéo e 6leos pesados na industria petroguimica; e producao de cremes e pastas
nas industrias alimenticia e de cosméticos. Além disso, materiais com comportamento viscoso
sdo também muito comuns em processos geofisicos como fluxos de detritos, escoamentos de
lama e derramamentos de lava (FREYDIER; CHAMBON; NAAIM, 2017).

Tendo em vista a vasta gama de aplicacdes deste tipo de materiais, muitos trabalhos
experimentais e numéricos vém sendo desenvolvidos para o estudo do comportamento e
modelagem de materiais viscoplasticos. Na engenharia civil, destacam-se pesquisas relativas a
liquefacdo do solo e seu escoamento em barragens de contencdo (BALMFORTH et al., 2007;
COCHARD; ANCEY, 2009) e a ensaios de caracterizacdo de pastas cimenticias (BOUVET;
GHORBEL; BENNACER, 2010; GAO; FOURIE, 2015; CHOI et al., 2016), estas tltimas com
foco na modelagem do mini slump test para a obtengdo de propriedades reoldgicas de pastas de
cimento.

No entanto, observa-se que a maior parte das pesquisas tem se preocupado menos com

o desenvolvimento de formulagdes e mais com a simulacdo de problemas através de softwares
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comerciais para a obtencdo de pardmetros de materiais. Além disso, constata-se também que
ainda é pequeno o nimero de estudos referentes a aplicagdes na engenharia civil, revelando a
necessidade da intensificacdo do desenvolvimento de formulacdes e programas para a

modelagem de solidos viscoplasticos e fluidos altamente viscosos nesta area.

1.1 Justificativa

Tendo em vista a quantidade reduzida de pesquisas relativas a aplica¢fes na engenharia
civil, em especial na area de engenharia de estruturas, mostra-se importante o desenvolvimento
de uma ferramenta numérica com formulacdo capaz de modelar os diversos materiais
empregados nesta area, principalmente solidos viscoelastoplasticos e fluidos altamente
ViSC0sos.

Embora existam estudos relativos a modelagem de tais materiais com o
desenvolvimento de grandes deformacdes, poucos utilizam formulagéo lagrangeana total com
elementos finitos de alta ordem, alternativa esta que é empregada no presente trabalho. A
formulacdo proposta vem sendo desenvolvida no Grupo de Mecénica Computacional do
Departamento de Engenharia de Estruturas da USP (GMEC/SET/EESC/USP), onde
abordagens alternativas para a resolugéo de problemas envolvendo plasticidade e viscosidade
no regime de grandes deslocamentos e deformacdes vém sendo enfatizadas. Dessa forma, o
desenvolvimento deste trabalho é peca chave para a ampliacdo e diversificacdo do campo de
aplicacdes do Método dos Elementos Finitos Posicional e o estudo pode servir como ponto de
partida para novas pesquisas a serem desenvolvidas para o aperfeigcoamento do método.

Como a formulagéo possibilitaa modelagem de forma unificada tanto de sélidos quanto
de fluidos, o programa resultante desta pesquisa pode ser aplicado em diversos problemas de
engenharia, possibilitando o melhor entendimento do comportamento destes materiais nos
problemas em estudo. Em especial, destacam-se aplica¢Ges em problemas da area de engenharia
civil, como a simulagdo de rompimento de barragem e o estudo numérico de caracterizagdo de
pastas cimenticias e seu comportamento na fase de confeccdo de elementos estruturais.

Por fim, ressalta-se a importancia do treinamento do pesquisador em conhecimentos
associados ao tema, 0 que € de grande interesse para 0 meio cientifico e para 0 mercado de
trabalho da area de engenharia civil e estruturas.
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1.2  Objetivo

O objetivo do presente trabalho é propor uma formulacdo alternativa baseada na
decomposi¢do multiplicativa de Flory e implementar um cddigo computacional utilizando o
Método dos Elementos Finitos Posicional para a modelagem de sélidos viscoelastoplasticos e
fluidos altamente viscosos. O programa foi desenvolvido com o intuito de ser utilizado em
aplicacOes da area da engenharia civil, como a simulacdo simplificada de rompimentos de
barragens, analise da propagacao de onda em fluidos e a modelagem de pastas cimenticias em
ensaios de caracterizagdo e conformacgdo de elementos estruturais (deposicdo de pasta

cimenticia em férmas com presenca de vergalhdes).

1.3 Especificacdes do programa

O programa foi desenvolvido em linguagem de programacdo Fortran 90 e compilado
com o Intel Fortran Compiler. O pré-processamento foi realizado utilizando-se o programa
Gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009) para a geracdo das malhas e um programa proprio
criado em linguagem Python para a extrusao e criagdo dos elementos finitos prismaticos de base
triangular. Ja para o pos-processamento foi utilizada a verséo 3.0 do programa livre AcadView
(PACCOLA; CODA, 2005).

Para a otimizacdo do cédigo computacional, foram empregadas matrizes esparsas para
0 armazenamento das matrizes hessiana, de massa e de amortecimento, com o intuito de se
obter economia de memdria e aumento da velocidade de processamento. Para tal, foram
utilizados o mddulo sparseSET (PIEDADE NETO; PACCOLA, 2020) para a criacdo das
matrizes esparsas e o solver superLU (DEMMEL et al., 1999; LI et al., 1999) para a resolucao
do sistema de equac0es lineares. J& para a inversdo de matrizes cheias pequenas, foi utilizada a
biblioteca LAPACK (ANDERSON et al., 1999). Visando também a reducdo do tempo de
processamento, foi feita a paralelizacdo do programa utilizando-se a interface de programacéo
de aplicativo OpenMP (DAGUM; MENON, 1998).

1.4 Revisdo bibliogréfica

A seqguir, é feita uma revisdo bibliografica de temas pertinentes ao trabalho, sendo

abordadas pesquisas relativas a formulacées em Método dos Elementos Finitos para grandes
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deformac@es, Método dos Elementos Finitos Posicional, modelos constitutivos hiperelasticos,

elastoplasticos, viscoelasticos e viscoplasticos, Mecanica do Contato e pastas cimenticias.

1.4.1 Formulagdes em Método dos Elementos Finitos para grandes deslocamentos

Para a construcdo de programas computacionais de analise de estruturas, é necessario
primeiramente avaliar a categoria de analise na qual recai o problema a ser resolvido. A escolha
da formulacgéo a ser empregada na analise faz parte do processo de desenvolvimento do modelo
e, uma vez definida, um determinado modelo fisico passa a ser considerado para a resolugdo do
problema. Embora uma formulagdo mais geral seja apropriada para uma maior gama de casos,
a escolha de uma formulacdo mais restritiva pode possibilitar um maior ganho computacional
e uma melhor percepc¢édo da resposta esperada da estrutura ou do objeto modelado. Assim,
considerando-se separadamente as ndo linearidades cinematicas e as provenientes dos
materiais, as anélises ndo lineares podem ser divididas da seguinte forma (BATHE, 2014):

a) ndo linearidade proveniente do material,

b) problemas com grandes deslocamentos, grandes rotacGes e pequenas deformacdes;

c) problemas com grandes deslocamentos, rotagdes e deformacdes;

d) problemas em que as condigdes de contorno se alteram com o movimento do corpo em

analise (problemas de contato).

Desconsiderando-se os problemas de contato, a andlise mais geral em problemas
geometricamente ndo lineares sdo aquelas com grandes deslocamentos, rotacdes e deformacoes,
cuja relacdo entre tensdo e deformacdo costuma também ser ndo linear.

Para a andlise de problemas estruturais, podem ser adotadas abordagens lagrangeanas
(descricdo material) ou eulerianas (descricdo espacial), as quais possuem como referencial,
respectivamente, a configuragéo inicial e final da estrutura. As formulagdes lagrangeanas
possuem uma abordagem mais natural e costumam apresentar analises mais efetivas do que
formulacdes eulerianas em problemas com sélidos. Por outro lado, formulagbes eulerianas
costumam ser mais empregadas para a resolucdo de problemas da Mecénica dos Fluidos
(BONET; WOOD, 2008; BATHE, 2014).

Focando-se na analise de sélidos, as formulagBes lagrangeanas podem ser de duas
formas: lagrangeana total ou lagrangeana atualizada. Na primeira, todas as variaveis estaticas e
cinematicas tém como referencial a configuracéo inicial da estrutura, enquanto que na segunda

a ultima configuracéo calculada é assumida como referencial inicial para um proximo passo de
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anélise. Apesar da diferenca de referencial, ambas as formulagdes incluem a nédo linearidade
cinematica decorrente de grandes deslocamentos, rotacdes e deformacBes, sendo o
comportamento sob grandes deformac6es dependente do modelo constitutivo adotado. Assim,
a escolha da abordagem a ser adotada depende da eficiéncia numérica de cada formulagéo para
0 problema em andlise (BATHE, 2014).

Tentando comparar o desempenho de ambas as abordagens, Bathe, Ramm e Wilson
(1975) avaliaram o desempenho de formulacdes lagrangeanas totais e atualizadas na analise
estatica e dindmica de materiais elasticos, hiperelasticos e hipoelastico-elastoplasticos no
regime de grandes deslocamentos, rotagfes e deformacdes. No trabalho, constatou-se que
formulagdes lagrangeanas atualizadas demandaram um menor tempo de célculo, enquanto que
formulacdes lagrangeanas totais apresentaram maior facilidade de implementacdo de leis
constitutivas ndo lineares de materiais. Como conclusdo do estudo, ambos os tipos de
formulacdes se mostraram eficientes para a analise de problemas ndo lineares, sendo o
desempenho de cada um dependente da arquitetura do programa e da disponibilidade ou néo
das constantes dos materiais.

Dentro do escopo de formulagfes lagrangeanas atualizadas, uma importante abordagem
é a corrotacional, na qual um sistema de coordenadas € atribuido localmente e rotaciona com o
elemento. A formulacdo, de maneira geral, costuma ser mais adequada para problemas com
grandes deslocamentos e rotacdes e pequenas deformacgdes. A abordagem teve inicio com os
estudos de Wempner (1969), Belytschko e Hsieh (1973) e Belytschko e Glaum (1979) e com a
chamada “aproximacao natural” desenvolvida por Argyris et al. (1979), a qual apresenta fortes
semelhangas com a formulagéo corrotacional (DE BORST et al., 2012).

A formulacgéo, inicialmente aplicada apenas a vigas e cascas, foi expandida para a
analise de grandes deformacdes a partir dos estudos de Crisfield e Moita (1996) e Moita e
Crisfield (1996), os quais elaboraram formulacdes para a andlise, respectivamente, de
elementos continuos bidimensionais e tridimensionais. Além da expansdo da aplicabilidade de
formulagdes corrotacionais, os estudos também permitiram a melhora de performance dos
elementos com o uso da chamada Técnica de Modos Incompativeis (DE BORST et al., 2012).

Muitas formulac@es lagrangeanas atualizadas poderiam ainda ser citadas, porém, uma
caracteristica indesejavel deste tipo de formulacdo € a variacdo da matriz de massa com a
atualizagdo do sistema de referéncias, levando a necessidade de utilizacdo de algoritmos de
integracdo temporal especiais, denominados energy-conserving algorithms. No entanto, nas
formulacdes lagrangeanas totais, em especial naquelas que utilizam o Método dos Elementos
Finitos Posicional, esta dificuldade ndo esta presente (CODA; PACCOLA, 2009).
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1.4.2 Meétodo dos Elementos Finitos Posicional

Conforme comentado, formulagc6es do tipo lagrangeano total tém como referéncia a
configuracdo inicial do corpo e apresentam algumas facilidades de implementagcdo quando
comparadas com formulagfes do tipo lagrangeana atualizada ou corrotacional. A principal
facilidade esté na definicdo de medidas de deformacéo e tensdo, que dispensam o uso de taxas
de rotacdo finitas para a determinacao de niveis atuais de tensdo e/ou atualizacdo de rotacédo
finita aplicadas em elementos de casca e barra geral. Devido a existéncia de um mapeamento
da configuracdo inicial de elementos isoparamétricos, na escrita dos mapeamentos em
elementos finitos (lagrangeano atualizado ou lagrangeano total) é necessaria a utilizacdo da
regra da cadeia, que em muitos casos dificulta o desenvolvimento de elementos finitos
inicialmente curvos (BONET; WOOD, 2008). Uma vantagem adicional e j& comentada é o fato
de a matriz de massa ser constante, o que simplifica as implementacgdes dindmicas.

Neste sentido, foi desenvolvido o Método dos Elementos Finitos Posicional, cuja
formulacdo é baseada na ideia de Bonet et al. (2000) e que foi adaptada por Coda (2003). Nesta
versdo do Método dos Elementos Finitos, a regra da cadeia é realizada de forma numérica,
resultando em uma formulacéo simples para o tratamento de grandes deslocamentos e rota¢des
que permite a modelagem de elementos de sélido inicialmente curvos, de casca e de barra geral
sem a utilizacdo da descricdo de giros finitos.

O Método dos Elementos Finitos Posicional possui tal denominacdo por utilizar
posicdes ao invés de deslocamentos na descri¢do cinematica dos corpos. A formulacdo utiliza
uma descri¢do lagrangeana total, ou seja, utiliza a posicdo ndo deformada e ndo deslocada da
estrutura como referéncia em todas as etapas de andlise. Por apresentar uma abordagem
naturalmente ndo-linear geométrica, sua utilizacdo mostra-se apropriada para a resolucdo de
problemas com grandes deslocamentos, rotacGes e deformacdes. Mais detalhes da formulacao
podem ser encontrados em Coda (2018).

O método vem sendo utilizado em diversas pesquisas desenvolvidas no Grupo de
Mecanica Computacional (GMEC/SET/EESC/USP). A formulacdo tem-se mostrado eficaz na
analise de diversos tipos de estruturas, entre elas: estruturas reticuladas (GRECO, 2004;
GRECO et al.,, 2006; CODA, 2009), chapas (MARQUES, 2006; RODRIGUEZ, 2017;
CARVALHO, P. R. P., 2019), cascas (CODA; PACCOLA, 2008; CODA; PACCOLA, 2009),
s6lidos (PASCON, 2012; PASCON; CODA, 2013; PASCON; CODA, 2017), materiais
laminados (CODA; SAMPAIO; PACCOLA, 2015; CARRAZEDO; CODA, 2017), fluidos
simplificados (CARVALHO, B. L., 2019) e musculos esqueléticos (RAMIREZ, 2018).
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1.4.3 Modelos hiperelasticos

Desde o século passado, diversos estudos vém sendo realizados para o desenvolvimento
de modelos constitutivos hiperelasticos. Dentre os mais conhecidos, podem ser citados os
modelos classicos de Mooney, Mooney-Rivlin, Neo-Hookeano, Rivlin-Saunders, Ogden,
Yeoh, Arruda-Boyce e Hartmann-Neff.

Um dos primeiros e principais modelos foi o elaborado por Mooney (1940), o qual, a
partir de estudos sobre borrachas e materiais com propriedades similares, deduziu uma
expressdo geral para a energia especifica de deformacdo em fungdo dos alongamentos
principais. O modelo foi elaborado para materiais homogéneos, livres de histerese! e
superelasticos?, sendo muito utilizado para a modelagem de borrachas submetidas a
deformacfes moderadas. A partir da funcdo proposta por Mooney (1940), Rivlin (1948a,
1948b) estendeu sua aplicacdo ao desenvolver a expressdo em uma série polinomial, dando
origem ao modelo de Mooney-Rivlin. O modelo, que costuma ter a série truncada nos termos
de segunda ou terceira ordem, € um dos mais utilizados na literatura, sendo comumente
empregado em problemas com grandes deformacdes (TOBAJAS; IBARTZ; GRACIA, 2016;
MARCKMANN; VERRON, 2006).

Uma particularizacdo do modelo de Mooney-Rivlin € o modelo Neo-Hookeano
proposto por Treloar (1943), o qual obteve sua expressdo a partir de consideracdes estatisticas
de cadeias moleculares. Este é considerado o modelo fisico mais simples para a modelagem de
borrachas, sendo a funcdo da energia especifica de deformacdo dada em funcdo somente do
primeiro invariante de deformagdo (MARCKMANN; VERRON, 2006).

Também baseada na expressao obtida por Mooney (1940), Rivlin e Saunders (1951)
generalizaram a aplicacdo do modelo ao verificarem que os resultados obtidos em ensaios com
borrachas vulcanizadas eram condizentes com a expressao escrita em fungéo dos invariantes de
deformacdo. A expressdo é dependente de uma funcdo, a qual deve ser determinada
experimentalmente.

Um modelo também muito utilizado, provavelmente o mais empregado depois do

modelo de Mooney-Rivlin, é o proposto por Ogden (1972), cuja expressdo € baseada nos trés

! Histerese é a dependéncia do estado de um sistema com sua histéria, sendo caracterizada pelo atraso na
resposta de um corpo quando ocorrem mudangas nas forgas atuantes sobre o mesmo.

2 Materiais ditos superelasticos sdo definidos como aqueles que apresentam as seguintes propriedades: s3o
isotrépicos, apresentam deformacdes isométricas (deformagdes ocorrem sem mudanca de volume) e a tensdo
de cisalhamento sob cisalhamento simples é proporcional a forga cortante em qualquer plano isotrépico
(MOONEY, 1940).
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alongamentos principais e em constantes dos materiais (TOBAJAS; IBARTZ; GRACIA,
2016). O mesmo costuma ser muito utilizado na modelagem de borrachas devido a sua
formulacdo polinomial modular, o que o torna apropriado para analises matematicas
(STEINMANN; HOSSAIN; POSSART, 2012). O autor, a partir de dados experimentais,
propds um modelo de 6 parametros com Gtima concordancia com os resultados de ensaios de
tracdo simples, cortante puro e tensdo equibiaxial em materiais elastomericos, sendo este um
dos modelos mais utilizados para problemas com grandes deformacbes (MARCKMANN;
VERRON, 2008).

Outro modelo muito conhecido na literatura é o desenvolvido por Yeoh (1990), o qual
desenvolveu uma expressao dependente do primeiro invariante de deformacdo. Um caso
particular deste modelo foi proposto por Arruda e Boyce (1993), também conhecido como
modelo de oito cadeias, que recebe tal denominagéo por considerar cadeias distribuidas em oito
diregBes correspondentes aos vertices de um cubo inscrito em uma esfera. O modelo é
governado pelo alongamento da diagonal do cubo e é muito similar ao modelo de trés cadeias,
tendo como vantagem apresentar uma melhor concordancia com resultados experimentais em
extensdes equibiaxiais (MARCKMANN; VERRON, 2006).

Uma abordagem muito interessante foi sugerida por Flory (1961), o qual prop0s a
decomposi¢do multiplicativa do gradiente da funcdo mudanca de configuracdo em parcelas
volumétrica e isocorica. A partir desta ideia, Hartmann e Neff (2003) propuseram diversas
funcBes de energia de deformacéo dependentes dos invariantes das parcelas decompostas para
materiais isotropicos com comportamento quase incompressivel. No estudo, foram fornecidas

expressdes tanto para as parcelas volumétricas quanto para as parcelas isocoricas.

1.4.4 Modelos elastoplasticos

As pesquisas relativas a plasticidade tiveram inicio com os estudos realizados por Tresca
entre 1864 e 1872. Nestes trabalhos, foi proposto o primeiro critério de plastificacdo, o qual
sugeria que os metais sofrem escoamento quando a tensdo maxima de cisalhamento atinge um
certo valor critico. No entanto, a formulacgéo teorica utilizada nos dias atuais foi introduzida
somente em 1870 por Saint-Venant com a formulacdo de relagBes constitutivas basicas para
materiais perfeitamente plasticos sob o estado plano de tensdes. No mesmo ano, Levy estendeu
as formulacdes através da obtencdo de equagdes gerais para trés dimensfes, cujas expressdes
foram confirmadas por von Mises em 1913. Posteriormente, von Mises generalizou ainda mais

suas formulagGes ao incluir uma funcéo geral de plastificagdo para sélidos rigidos perfeitamente
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plasticos. A partir da década de 1940, as pesquisas, que até entdo tinham dado maior enfoque
no estudo da plasticidade perfeita, passaram a dar uma aten¢do maior as relagcdes constitutivas
incrementais de materiais com encruamento. Como exemplo, podem ser citados os estudos
desenvolvidos por Melan, que em 1938 generalizou os conceitos de plasticidade perfeita e
formulou teoremas para problemas elastoplasticos incrementais com materiais perfeitamente
plasticos e materiais com encruamento (CHEN; HAN, 1988).

Atualmente, a teoria da plasticidade representa um importante campo de estudo na
mecanica, sendo as pesquisas divididas em duas grandes areas: desenvolvimento de teorias
matematicas e fisicas da plasticidade. A primeira preocupa-se com a formulagdo de teorias
matematicas a partir de hipoteses e suposicdes para a representagdo de observagoes
experimentais. Como ndo se faz necessario o conhecimento fisico do fendmeno (conhecimento
do arranjo estrutural e da geometria da rede cristalina), as mesmas sdo tambem chamadas de
teorias fenomenoldgicas, onde os processos fisicos que ocorrem na microescala sdo
considerados por meio do uso de medidas macroscépicas equivalentes inseridas nos modelos
constitutivos matematicos. Ja& as pesquisas da segunda area focam no estudo fisico do
fendmeno, onde as deformagdes plasticas sdo quantificadas em niveis microscopicos e Sao
elaboradas teorias para se tentar explicar as causas e o processo fisico da plastificacdo (KHAN;
HUANG, 1995; PROENCA, 2018).

Dentro do campo de desenvolvimento de teorias matematicas, diversos modelos
elastoplasticos foram propostos, sendo a maior parte deles baseada na suposicao de que o tensor
de deformacdo pode ser decomposto em uma parcela eldstica e outra plastica. Uma
decomposi¢do muito conhecida na literatura é a de Green-Naghdi, também conhecida como
decomposicéo aditiva. Tal decomposigéo foi proposta no trabalho de Green e Naghdi (1965),
no qual os autores elaboraram uma teoria elastoplastica geral do continuo a partir de equacdes
termodinamicas. Nesta teoria, o tensor de deformacao é decomposto em uma parcela eléstica e
outra plastica, sendo a teoria valida para deformacdes ndo isotérmicas acompanhadas por
restrices explicitas derivadas da termodindmica (GREEN; NAGHDI, 1965). Uma
decomposicdo semelhante pode ser encontrada nos trabalhos de Perzyna e Wojno (1966, 1968).
Entre os trabalhos que empregam a decomposicdo de Green-Naghdi, podem ser citados os de
Ulz (2009) e Denis et al. (2018). J& dentro do &mbito do GMEC, podem ser mencionados 0s
trabalhos de Pascon (2012), Pascon e Coda (2013) e Coda, Sampaio e Paccola (2015).

Apesar de a decomposicdo de Green-Naghdi ser empregada em inimeros estudos, a
hipdtese de decomposicdo aditiva do tensor de deformacdo faz com que a resposta incremental

elastica dependa das deformac6es plasticas anteriores em problemas com grandes deformacdes
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inelasticas, fato este que deve ser levado em consideracdo no desenvolvimento de formulagdes
cinematicas e constitutivas de materiais sob tal regime (ETEROVIC; BATHE, 1991). No
entanto, segundo Casey (1985), a decomposicdo aditiva é uma aproximacéo valida nos casos
em que:
a) deformacbes plasticas pequenas sdo acompanhadas por deformacdes elasticas
moderadas;
b) deformacbes elasticas pequenas sdo acompanhadas por deformacdes plasticas
moderadas;

c) deformacdes pequenas sdo acompanhadas por rotacbes moderadas.

Outra decomposic¢do muito importante na literatura € a decomposicdo multiplicativa de
Kroner-Lee, a qual recebe tal denominacdo por ser fruto dos estudos de Kréner (KRONER,
1959) e Lee (LEE, 1968; LEE, 1969). A formulacdo permitiu a inclusdo de deformacodes
elastoplasticas com componentes finitas (grandes deformacdes) na teoria classica da
plasticidade. A decomposicdo considera apenas estados homogéneos de tensdo e deformacéao
na formulacdo de leis constitutivas, sendo o gradiente da funcdo mudanca de configuracao
decomposto de forma multiplicativa em parcelas eléstica e plastica. A relacdo ndo linear
representada pelo produto matricial € normalmente ndo comutativa e representa a dependéncia
da deformacéo plastica com a histdria do fluxo plastico, o que faz com que as componentes de
deformacdo fiqguem acopladas de forma mais consistente que a decomposicao aditiva (LEE,
1968). Entre os trabalhos que empregam a decomposicéo de Kroner-Lee, podem ser citados 0s
de Gurtin e Anand (2005), Kamrin (2010) e Zhang e Monténs (2019). Ja no contexto do GMEC,
podem ser mencionados os trabalhos de Pascon (2012), Pascon e Coda (2013) e Carvalho, P.
R. P. (2019).

Um comparativo das teorias de Green-Naghdi e Kroner-Lee pode ser encontrado no
trabalho de Chiou, Lee e Erdman (1986), no qual sdo comparados os gréaficos da tensdo de
Cauchy pela deformacdo de engenharia e da tenséo de Piola-Kirchhoff pela tensdo de Green-
Lagrange obtidos utilizando-se ambas as decomposic¢des. Foi mostrado que ambas apresentam
curvas praticamente idénticas no regime de pequenas deformacdes elasticas e plasticas, sendo
diferencas identificadas apenas no regime de grandes deformag6es. Outra concluséo do estudo
foi que a decomposi¢cdo multiplicativa de Kroner-Lee se mostrou mais adequada para a
construcdo de superficies de plastificacdo no espaco de tensbes de Cauchy.

Uma revisdo de varias abordagens a respeito da decomposi¢cdo multiplicativa do

gradiente da funcdo mudanca de configuragdo em componentes elasticas e inelasticas



29

(plasticas) pode ser consultada em Golovanov (2010), onde também é feita uma breve descricéo
da cinematica de deformacdes finitas e de fluxos plasticos arbitrarios. Para mais detalhes sobre
a teoria da plasticidade, podem ser consultados os textos de Johnson e Mellor (1973), Chen e
Han (1988), Lemaitre e Chaboche, (1990), Khan e Huang (1995), Simo e Hughes (1998), Dill
(2007), Negahban (2012) e Dixit e Dixit (2015).

1.45 Modelos viscoelasticos

Muitos modelos constitutivos permitem a analise de materiais com comportamento
viscoelastico, os quais partem dos modelos ideais de Hooke, que representa materiais
puramente elasticos, e 0 de Newton, que representa fluidos ideais (DILL, 2007; CHEN; YANG,;
LAI, 2012). Embora tais idealiza¢cfes (puramente elastica ou puramente viscosa) sejam capazes
de descrever o comportamento de um grande nimero de materiais especialmente no regime de
pequenas deformac0es e pequenas taxas de deformacdo, uma quantidade bastante significativa
de materiais ndo costuma se enquadrar em nenhuma destas idealizacGes e apresenta uma
resposta viscoelastica, ou seja, comportamento intermediario entre ambos os modelos
(SCHRAMM, 2000; TIBBITT, 2019).

Por este motivo, diversos modelos viscoelasticos vém sendo desenvolvidos ao longo
dos anos, sendo os mais utilizados para a modelagem de materiais com comportamento
viscoelastico linear os modelos de Maxwell, de Kelvin-Voigt e 0 modelo sélido linear padréo
(BANKS; HU; KENZ, 2011).

O modelo de Maxwell foi proposto em 1873 e tem como analogo mecanico um sistema
composto por uma mola puramente elastica conectada em série com um amortecedor puramente
viscoso (CHEN; YANG; LAI, 2012). O modelo é apropriado para a analise de diversos
materiais, especialmente polimeros, porém apresenta como desvantagem a incapacidade de
reproduzir com preciséo o efeito da fluéncia. Com arranjo oposto ao de Maxwell, o modelo de
Kelvin-Voigt possui como andlogo mecénico um sistema composto por uma mola puramente
elastica conectada em paralelo com um amortecedor puramente viscoso. O modelo é capaz de
reproduzir de forma muito precisa a fluéncia em diversos materiais, porém mostra-se pouco
preciso na descrigdo de relaxacdo de tensdo em varios materiais viscoelasticos (BANKS; HU;
KENZ, 2011).

Tendo em vista as limitagGes dos modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt, outros modelos
foram desenvolvidos. Dentre eles, um dos mais conhecidos ¢ o modelo sélido linear padrdo

introduzido por Zener (1948), também conhecido como modelo de trés elementos ou modelo
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de Zener. O modelo apresenta duas representacdes, a de Maxwell e a da Kelvin-Voigt, que
consistem, respectivamente, no arranjo em paralelo de uma mola com o modelo de Maxwell e
no arranjo em série de uma mola com o modelo de Kelvin-Voigt (MAINARDI; SPADA, 2011).

A viscosidade também pode ser tratada por meio de leis de evolugcdo em forma
diferencial. Tais formulagdes sdo baseadas no conceito de variaveis internas, abordagem
introduzida pela primeira vez no trabalho de Green e Tobolsky (1946), o qual é fundamentado
na teoria cinética da elasticidade de borrachas e hipoteses de relaxacdo. A partir da ideia da
decomposicdo multiplicativa de Kroner-Lee, outros modelos viscoelasticos foram propostos
utilizando-se o conceito de variavel interna através da decomposicdo da deformacdo em
parcelas elastica e viscosa (LUBLINER, 1985; CARVALHO, P. R. P., 2019). Tal artificio foi
utilizado em diversos trabalhos, entre os quais podem ser citados os de Lubliner (1985), Huber
e Tsakmakis (2000) e Pascon e Coda (2017).

Para uma revisdo de modelos viscoelasticos, podem ser consultados os trabalhos de
Banks, Hu e Kenz (2011) e Chen, Yang e Lai (2012). J& para mais detalhes sobre as formulagdes

de tais modelos, pode ser consultado o texto de Simo e Hughes (1998) e Dill (2007).

1.4.6 Modelos viscoplasticos

O desenvolvimento de modelos matematicos viscoplasticos teve inicio a partir de trés
importantes marcos: a formulacédo da Lei de Andrade em 1910, utilizada para a representacao
de fluéncia primaria; o desenvolvimento da Lei de Norton em 1929, que relaciona a taxa de
fluéncia secundaria com a tensao; e a generalizacdo de Odqvist, que em 1934 generalizou a Lei
de Norton para o caso multiaxial. Em 1960, a partir do primeiro simpdésio do IUTAM
(International Union of Theoretical and Applied Mechanics), deu-se inicio ao desenvolvimento
de um grande numero de trabalhos na area da viscoplasticidade. Entre os principais trabalhos,
destacam-se os de Hoff, Rabotnov, Perzyna, Hult e Lemaitre sobre leis de encruamento is6tropo
e os trabalhos de Malinin e Khadjinsky, Ponter e Leckie, Kratochvil e Chaboche sobre leis de
encruamento cinematico (LEMAITRE; CHABOCHE, 1990).

No trabalho de Perzyna (1966), foi proposto o primeiro modelo viscoplastico, conhecido
como modelo de Perzyna, cuja formulacéo serve de base para a maioria das implementacdes
numeéricas viscoplasticas. O modelo €é caracterizado por permitir o descumprimento do critério
de plastificagdo, tendo como premissa a decomposicéo da taxa de deformacéo total em uma
taxa de deformacdo elastica (instantdnea) e uma taxa de deformacdo viscoplastica, com a

parcela elastica dada pela Lei de Hooke. Aplica¢des do modelo de Perzyna em problemas com
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grandes deformacdes podem ser encontrados nos trabalhos de Wang e Sluys (2000), Ponthot
(2002) e Garino et al. (2013).

Outro modelo viscoplastico classico foi o proposto no trabalho de Duvaut e Lions
(1976). O modelo possui uma abordagem alternativa ao modelo de Perzyna ao apresentar a taxa
de deformacdo viscoplastica dependente do tempo de relaxacdo. Apesar de ser menos utilizado,
0 modelo apresenta maior facilidade de implementacdo numérica, especialmente em modelos
constitutivos elasto-viscoplasticos ja existentes (SCHWER, 1994). Outra vantagem notavel é
que o modelo pode ser utilizado em superficies de plastificacdo nas quais ha descontinuidade
do gradiente em alguns pontos (SIMO; KENNEDY; GOVINDJEE, 1988). Dentre os trabalhos
qgue empregam o modelo de Duvaut-Lions, podem ser citados os de Suzuki (2016) e Bai et al.
(2020).

Uma generalizacdo dos modelos cléssicos de Perzyna e de Duvaut-Lions foi proposta
por Ibrahimbegovi¢ e Chorfi (2000) para o regime de deformagdes finitas. A generalizagao foi
obtida através da decomposicdo multiplicativa do gradiente da funcdo mudanca de
configuracdo, definicdo de um dominio plastico e regularizacdo viscoplastica com base no
principio da maxima dissipacdo plastica. O modelo viscoplastico proposto também foi
estendido de forma a incluir encruamento isétropo e cinematico do tipo Prager-Ziegler.

Outra generalizacdo do modelo de Perzyna foi proposta por Sumelka (2014), cuja
formulacdo emprega calculo fracionario como ferramenta para a introducdo de
heterogeneidades do material e efeitos multiescala no modelo constitutivo. Tal modelo foi
denominado “viscosidade fracionaria” e ¢ utilizado na descricdo de deformacdo permanente,
especialmente em condic¢des dinamicas extremas.

Uma ampla revisdo de modelos constitutivos plasticos e viscoplasticos pode ser
encontrada em Chaboche (2008). Para mais detalhes a respeito das formulacdes de modelos
viscoplasticos, podem ser consultados os textos de De Borst et al. (2012), Lemaitre e Chaboche
(1990) e Simo e Hughes (1998).

1.4.7 Modelos numéricos de contato

Os primeiros trabalhos relativos & Mecéanica do Contato classica sdo atribuidos a Hertz
(1881) e Boussinesq (1885), os quais investigaram a forca distribuida decorrente do contato
entre corpos com superficies curvilineas (POPOV; HER; WILLERT, 2019). Nos anos

seguintes, foi observado o desenvolvimento de um grande numero de estudos sobre o tema,
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devido principalmente a impossibilidade de resolucdo analitica de muitos problemas industriais
(WRIGGERS, 2002).

Com o advento dos computadores, surgiram os primeiros trabalhos relativos a resolucéo
de problemas de contato via Método dos Elementos Finitos, os quais séo atribuidos a Wilson e
Parsons (1970) e Chan e Tuba (1971a, 1971b), que abordaram o contato através da teoria linear
geométrica. Na mesma época, houve o surgimento dos primeiros programas computacionais
para a resolucdo deste tipo de problema, sendo o primeiro atribuido a Wilkins (1964), que
desenvolveu o codigo explicito HEMP-hydrocode para a analise de grandes deformag6es com
um modelo simples de contato. Posteriormente, foram desenvolvidos os cddigos explicitos
DYNA2D (HALLQUIST, 1982a) e DYNA3D (HALLQUIST, 1982b) e os cddigos implicitos
NIKE2D (HALLQUIST, 1979) e NIKE3D (HALLQUIST, 1984), os quais sdo considerados 0s
primeiros programas capazes de resolver de forma efetiva problemas de contato sob
deformacdes finitas (WRIGGERS, 2002).

Com o trabalho de Francavilla e Zienkiewicz (1985), foi proposta a discretizacdo do
tipo né-a-nd, a qual é considerada a formulacdo mais simples de discretizacdo da interface de
contato. A discretizacdo utiliza equacOes de restri¢do e equacgdes constitutivas de interface com
base puramente nos nos, sendo muito empregada principalmente devido a sua simplicidade e
precisdo (WRIGGERS, 2002). Dentre os estudos que empregam este tipo de discretizacao,
podem ser citados os trabalhos de Jin et al. (2015), Xing, Song e Tin-Loi (2018) e Nagaraj et
al. (2020). No entanto, o esguema né-a-né possui como desvantagem a necessidade de
coincidéncia das malhas para que haja a identificacdo do contato entre os nos, sendo sua
aplicacdo limitada a problemas linearmente geométricos, uma vez que ndo é permitido um
grande movimento tangencial relativo dos nos na area de contato (WRIGGERS, 2002; XING,;
SONG; TIN-LOI, 2018).

Dessa forma, para a resolucdo de problemas no regime de grandes deslocamentos, onde
ndo é possivel se garantir a coincidéncia dos noés, foi proposto o esquema do tipo né-a-
segmento. Nesta técnica, as interfaces de contato sdo distinguidas através da discretizacdo de
uma das superficies em elementos nodais (denominados nos projéteis) e a outra em segmentos
(denominados segmentos alvos). A condicdo de impenetrabilidade é assegurada através do
impedimento da penetracdo dos noés projéteis nos segmentos alvos. O algoritmo de né-a-
segmento foi proposto primeiramente por Hughes et al. (1976) para a aplicacdo de condigdes
de ndo penetragdo puramente geométricas entre corpos em contato, sendo a técnica estendida
para casos mais gerais nos trabalhos de Bathe e Chaudhary (1985), Simo, Wriggers e Taylor
(1985), Hallquist, Goudreau e Benson (1985), Wriggers e Simo (1985), Wriggers, Van e Stein
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(1990) e Papadopoulos e Taylor (1992) (ZAVARISE; DE LORENZIS, 2009). Aplicages da
técnica podem ser encontradas nos trabalhos de Lee (2014) e Khoei e Mousavi (2010).

Outro método muito utilizado para a modelagem de contato € o método mortar. A
abordagem foi primeiramente proposta por Bernardi, Debit e Maday (1990) e posteriormente
reformulada com os termos “mortars” em Bernardi, Maday e Patera (1994), assumindo sua
forma final nos trabalhos de Belgacem (1993) e Belgacem e Maday (1994) (BELGACEM,;
HILD; LABORDE, 1998). O método é uma técnica especial para a imposicao de restri¢cbes de
contato no sistema discretizado com malhas ndo coincidentes. Sua formulacdo é baseada na
técnica dos multiplicadores de Lagrange, onde sdo utilizadas funcGes de interpolacdo especiais
para a discretizagdo do multiplicador de Lagrange na interface de contato (WRIGGERS, 2002).
Um comparativo do método mortar com 0 método de né-a-segmento pode ser encontrado em
Hesch e Betsch (2006).

Com relagdo a aplicagdo de modelos de contato em analises dindmicas, 0s problemas
tornam-se muito complexos devido a mudanca abrupta de aceleracéo, velocidade e tensdo em
corpos elasticos e a elevada néo-linearidade do campo de deslocamentos nas superficies de
contato (HU, 1997). O primeiro trabalho a abordar tal assunto € atribuido a Hughes et al. (1976).
No trabalho de Chaudhary e Bathe (1986), foi apresentado um método de solucao para a analise
de contato entre corpos tridimensionais, o qual utiliza o Método dos Multiplicadores de
Lagrange juntamente com o algoritmo de integracdo temporal de Newmark (NEWMARK,
1959). Seguindo a mesma linha, Hu (1997), também utilizando o Método dos Multiplicadores
de Lagrange com o algoritmo de integracdo temporal de Newmark, propds um método eficiente
para a analise dindmica de problemas de contato entre corpos elasticos sob forca transiente. O
algoritmo adotou parametros livres de Newmark g = 1,0 e y = 1,5 sugeridos por Chung e
Hulbert (1993), mostrando-se simples e com resultados estaveis para passos de tempo
pequenos. A eficiéncia da adogéo dos valores dos parametros de Newmark utilizados por Hu
(1997) foi verificada em estudos realizados no GMEC, dos quais podem ser citados os trabalhos
de Greco (2004) e Marques (2006).

Mais detalhes sobre a Mecéanica do Contato podem ser encontrados nos textos de
Wriggers (2002), Popov (2010) e Popov, HeR e Willert (2019). Para o estudo de temas mais
especificos, podem ser consultados os trabalhos de Ghaednia et al. (2017) para uma revisdo de
problemas de contato em materiais elastoplasticos, Carbone e Bottiglione (2011) para uma
breve descricdo das teorias de contato entre superficies aleatoriamente rugosas e Shull (2002)

e Ciavarella et al. (2019) para problemas envolvendo adeséo.
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1.4.8 Pastas cimenticias

Para que o concreto seja capaz de ser moldado em determinado elemento estrutural, é
necessario que o mesmo apresente fluidez suficiente para que seja possivel o adequado
preenchimento da férma. As caracteristicas do concreto dependem de suas propriedades
reoldgicas, as quais sdo governadas pela fluidez e densidade de empacotamento da pasta de
cimento e pela distribuicdo granulométrica dos agregados. Muitos autores consideram a matriz
como sendo composta pela associacdo de agregados graidos e argamassa, sendo esta Ultima
assumida como uma fase continua. No entanto, apesar de sua importancia nas propriedades do
concreto, 0s agregados podem ser considerados como pouco importantes no escoamento do
concreto, tendo em vista que as dimensdes das formas e a distancia entre vergalhes devem ser
tais que permitam a passagem livre dos agregados. Dessa forma, a partir das caracteristicas do
escoamento das pastas cimenticias, pode-se ter um melhor entendimento do comportamento do
concreto no estado fresco, uma vez que seu escoamento costuma ser assumido como sendo
dependente principalmente das mudancas da reologia da pasta de cimento (BOUVET,;
GHORBEL; BENNACER, 2010).

Por sua vez, as argamassas costumam ser consideradas como fluidos com escoamento
descrito pela teoria classica de escoamento de fluidos, podendo ser assumidas com
comportamento newtoniano ou nao newtoniano. No Ultimo caso, as argamassas podem ser
classificadas em trés categorias, como materiais que apresentam comportamento
pseudoplastico, dilatante ou viscoplastico/fluido de Bingham (SOUSA; LARA, 2005).

Dentre os varios modelos reoldgicos encontrados na literatura, o mais utilizado para a
caracterizagdo do comportamento reoldgico de pastas cimenticias € o modelo de Bingham
(BINGHAM, 1922), no qual os fluidos tém comportamento dependente ndo apenas da
viscosidade, mas também da tensdo de escoamento (SOUSA; LARA, 2005). No entanto, o0
modelo linear de Bingham pode n&o ser adequado para a modelagem de alguns tipos de pastas,
como no caso de concretos de ultra alto desempenho, sendo nestes casos normalmente
empregados os modelos ndo lineares de Bingham modificado e de Herschel-Bulkley
(KHAYAT et al., 2019).

As pesquisas relativas & modelagem numérica de pastas cimenticias tém dado foco em
ensaios de caracterizagdo, principalmente no mini-slump test (BOUVET; GHORBEL,
BENNACER, 2010; GAO; FOURIE, 2015; CHOI et al., 2016). O ensaio € 0 mais utilizado
para a caracterizacdo de pastas cimenticias e grautes e costuma ser utilizado para a verificagdo

de medidas qualitativas como trabalhabilidade e consisténcia. Devido a sua grande utilizacéo,
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diversos estudos vém sendo desenvolvidos para a extracdo de medidas reoldgicas do ensaio,
nas quais sdo elaborados modelos analiticos relacionando a tensdo de escoamento e a
viscosidade com o diametro final do corpo de prova (BOUVET; GHORBEL; BENNACER,
2010).
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2 CONCEITOS BASICOS DA MECANICA DOS SOLIDOS

Neste capitulo, € feita uma revisdo de conceitos basicos da Mecanica dos Solidos.
Ressalta-se que, apesar de as equacdes apresentadas serem a principio voltadas para a descri¢ao
de sélidos, alguns conceitos também podem ser utilizados para a resolucdo de problemas de
fluidos, conforme abordado posteriormente no trabalho.

2.1 Cinematica

Neste item, sdo apresentados conceitos para a descricdo cinematica de corpos
deformaveis, os quais sdo especialmente importantes para a analise de estruturas no regime de

grandes deslocamentos, rotacdes e deformacdes.
2.1.1 Mudanca de configuragéo e seu gradiente

Soélidos deformaveis, quando submetidos a acGes externas, sofrem mudanca de forma,

seja sob equilibrio estatico ou sob movimento. A mudanca de forma pode ser expressa

matematicamente por meio da fun¢do mudanga de configuragéo f , @ qual descreve a mudanca
dos pontos ¥ do corpo na configuracao inicial £, (tempo zero) para os pontos y na configuragdo
atual Q, (tempo t), conforme apresentado na Figura 2.1. A fungdo mudanga de configuracédo é
dada por:

y=f&0 (1)
que, para um valor fixo de t, representa a mudanca da configuracdo indeformada para a

configuracgdo deformada do corpo.
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Figura 2.1 — Mudanca de configuracdo de um sélido deformével
X2 V2

Fonte: o proprio autor.

No regime de deformacdes finitas, faz-se importante o calculo do gradiente da fungéo
mudanca de configuracéo, o qual permite a descricdo da posicdo relativa atual de duas particulas
vizinhas em funcdo da posicao inicial. O gradiente da funcdo mudanca de configuracédo A é

dado por:

-

of _ 9y )
0x 0x

onde A é um tensor de segunda ordem que transforma vetores infinitesimais na configuracédo

“Hy

A=Vf=

inicial em vetores infinitesimais na configuragao atual, ou seja:
dy =A-dx 3)

2.1.2 Mudanca de volume
Para a avaliagdo da mudanca de volume decorrente da deformacao de um corpo, analisa-

se um elemento infinitesimal antes e ap6s a mudanca de configuracdo, conforme apresentado

na Figura 2.2:
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Figura 2.2 — Mudanca de volume decorrente da mudanca de configuracéo
f

T

~
~
~
N

Fonte: o proprio autor.

Primeiramente, determina-se o volume inicial dV;, do elemento infinitesimal, o qual é
dado pelo produto misto dos vetores dx,, d¥, e dx; que definem as arestas do elemento na
configuracdo inicial, ou seja, pelo determinante da matriz formada pelos trés vetores:

dVy = dx, - (dX, X dX3) = det(dXy, dX,, dX3) (4)

Apos a mudanca de configuracdo, as arestas do elemento passam a ser definidas pelos

vetores dy;, dy, e dys, que sdo dados, conforme a Equacdo (3), por:
dy; = A - dx; (5)

De forma anéloga ao volume inicial, o volume final dV pode ser obtido através do

produto misto dos vetores que definem as arestas do elemento na configuracdo atual, isto €,

pelo determinante da matriz formada pelos trés vetores:

dV = dy, - (dy, X dy;) = det(dy;, dy,,dys) (6)
Substituindo-se a Equacao (5) na Equacéo (6), obtém-se:
dV = det(A)det(dxy, dx,,dX3) = JdV, @)
sendo J o jacobiano, que é dado por:
] = det(a) =5 ®
dv,

Como o material ndo pode apresentar inversdo ou desaparecer, tem-se como condi¢ao
necessaria que
J>0 )
a qual deve ser fisicamente assegurada pela relagao constitutiva do material.

Com isso, a deformacéo volumétrica &, do elemento pode ser escrita como:
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dv —dv,
=—=/-1 10
Agora, define-se o tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green C, que é dado por:
Cll C12 Cl3
C = At ‘A= Cz]_ 622 Cz3 (11)
C31 C32 C33

o qual, diferentemente do tensor A, € simétrico.

Os termos da diagonal do tensor € correspondem ao quadrado do alongamento A, o qual
é definido como a raz&o entre o comprimento deformado L e o comprimento indeformado L,
de determinada fibra do material:

L
=1

Agora, define-se a deformacdo de engenharia, que é dada como a razdo entre o

2 (12)

deslocamento u e o comprimento indeformado L:
_ u _ L - Lo
B LO B LO

€ (13)

Substituindo-se a Equacdo (12) na Equacdo (13), tem-se que a deformacdo de
engenharia e o alongamento apresentam a seguinte relacéo:

_L LO—A 1 14
E= T (14)

A partir da expressé@o do jacobiano fornecida na Equacéo (8) e da definicdo de C dada

na Equacéo (11), tem-se que J pode ser obtido por:

J = det(A) = \/det(At - A) = \/det(C) (15)
Por sua vez, det(C) é um invariante e é dado nas direcdes principais por:
2 0 0
det(©)=|0 22 o0f=12222 (16)
0 0 A2

sendo A4, 4, e A3 0s alongamentos principais.
A partir da relacdo entre A e € apresentada na Equacédo (14), a Equacdo (16) pode ser
reescrita como:
det(€) = (1 +£)%(1 + &)%(1 + &3)2 (17)
sendo ¢, €, e &5 as deformacdes principais.
Dessa forma, substituindo-se a Equacdo (17) na Equacdo (15), tem-se que o jacobiano

pode ser obtido por:
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J=0+e)A+e&)+e) (18)
=14+ +ey+e3+616+ 183+ 6363+ 16283
Substituindo-se a Equacdo (18) na Equacdo (10), a deformacdo volumétrica pode ser
dada pela seguinte expressao:
g, =& ey te3tee,+ 185+ 363 + 1683 (19)
que, no regime de pequenas deformagoes, pode ser simplificada para:
Ey =&+ &+ E3 =61+ &+ 33 =¢;=Tr(e) (20)
No caso especial em que um corpo isotropico esta sujeito a uma pressao uniforme p, a
deformacéo volumétrica apresenta a seguinte relacdo com a pressao aplicada:

p = Key (21)
sendo a constante de proporcionalidade K denominada bulk modulus ou modulo volumétrico.
Este coeficiente representa uma propriedade eléstica de sélidos e fluidos, medindo a resisténcia
a compressdo de um material quando submetido a uma compressao uniforme em todas as
direcdes (tensdo hidrostatica). Ressalta-se que, das constantes elasticas, somente o bulk

modulus é significativo para fluidos.

2.1.3 Alongamento de Cauchy-Green e deformacéo de Green-Lagrange

Para uma melhor anélise da deformacdo de um corpo, avalia-se a mudanca ocorrida
entre os produtos escalares dos vetores dx; e dx, na configuracdo inicial e dos vetores dy, e
dy, na configuracdo atual (Figura 2.3), uma vez que a mudanca de configuracdo envolve a
alteragdo tanto do alongamento quanto do angulo entre os vetores. Partindo-se da relacdo entre
os vetores dy e dx descrita na Equacéo (3) e da definicdo do tensor de alongamento a direita
de Cauchy-Green expressa na Equacdo (11), escreve-se:
dy,-dy,=A-dx,-A-dX, =dx,-A*"-A-dxX, = dx, - C-dX, (22)
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Figura 2.3 — Alteracdo na vizinhanga de uma particula com a mudanga de configuracéo

X2, V2
A

X3, V3

Fonte: adaptado de Bonet e Wood (2008).

Avaliando-se a diferenca entre os produtos escalares e utilizando-se a relagéo descrita

na Equacéo (22), chega-se a expressao:
1 1
E(dj;l * d}_}z - d.;él ° d??z) = E(d.’?l - C- dJ_C)Z - dﬁ_(')l ¢ dJ_éZ) = dJ_C)l - E- dQ_C)Z (23)

onde E é o tensor de deformacédo de Green-Lagrange (ou apenas deformacdo de Green), que é

dado por:
1
E=-(C-D (24)

sendo I a matriz identidade.
2.1.4 Decomposicdo polar do gradiente da fungdo mudanca de configuracdo

O movimento total de um corpo pode ser entendido como sendo composto por trés
parcelas: deformacdo pura, translacdo e rotacdo de corpo rigido. Primeiramente, analisa-se 0
efeito da translacdo de corpo rigido na deformacéo do material. Para isto, escreve-se a fungéo

de mudanca de configuracdo que descreve a translacao:
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-

= fnx,x3) =% +d (25)
onde d é o vetor de deslocamento, que é constante.
Substituindo-se f na Equacdo (2), obtém-se o gradiente da funcdo mudanca de
configuracdo:
of o(¥+d
-§-20,

Em seguida, substitui-se A na expressdo do tensor de alongamento a direita de Cauchy-

(26)

Green dado na Equacéo (11), obtendo-se:
C=A""A=I'"1=1 (27)
Por fim, substituindo-se € na expressdo da deformacéo de Green dada na Equacéo (24),

encontra-se a deformagao de Green oriunda da translacéo:
1 1
E=EM—D=§U—D=0 (28)

ou seja, a translacdo de corpo rigido ndo gera deformacéo no corpo.

Assim, passa-se a considerar apenas a deformacéo pura e a rotacdo de corpo rigido no
movimento total do corpo, o qual pode ser decomposto conforme o esquema apresentado na
Figura 2.4. Na figura, o corpo sofre uma deformacgéo pura da configuragéo inicial A para a
configuracdo intermediaria B (representada pelo tensor U), seguida por uma rotacdo de corpo

livre da configuracdo B para a configuracdo C (representada pelo tensor R).

Figura 2.4 — Interpretacdo grafica da decomposi¢éo polar

u R

Ve,
=
w

Q.

=

Fonte: adaptado de De Borst et al. (2012).

Analisando-se os vetores dx, dij e dy que conectam dois pontos materiais nas
configuracbes A, B e C, respectivamente, é possivel estabelecer uma relacdo entre os vetores
por meio do esquema apresentado na Figura 2.4. A relacdo entre os vetores dij e dx é dada por:

dii =U-dx (29)

De forma analoga, pode-se relacionar os vetores dy e dij por meio da expressao:
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dy = R - dij (30)
Combinando-se a Equacédo (29) com a Equacédo (30), chega-se a relacéo:
dy=R-U-dx (31)

Comparando-se a Equacéo (31) com a Equacéo (3), conclui-se que o gradiente da funcao
mudanca de configuracdo pode ser decomposto de forma multiplicativa em rotacdo de corpo
rigido e deformacdo pura, ou seja:

A=R-U (32)
cuja expressao é conhecida como a decomposicdo polar do gradiente da funcdo mudanca de
configuragao.

A partir da Equacéo (32) e da defini¢do do tensor de alongamento a direita de Cauchy-
Green dada na Equacdo (11), o tensor € pode ser escrito como:

C=A'""A=U'""R'-R-U (33)

Como o tensor de deformacéo pura U é simétrico e o tensor de rotacdo de corpo livre R
é ortogonal (R* - R = I), a Equacéo (33) pode ser reduzida para:

C = U? (34)
ou seja, o tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green consegue definir completamente o
estado de deformacdo de um corpo.

De forma analoga a analise feita com a translacao, analisa-se agora o efeito da rotacao
de corpo rigido na deformacdo do corpo. Neste caso, a Equacao (32) reduz-se para:

A=R (35)

Substituindo-se a Equacdo (35) na expressdo do tensor de alongamento a direita de
Cauchy-Green dada na Equacao (11) e sabendo-se que o tensor R é ortogonal, obtém-se:

C=A""A=R'-R=1 (36)

Por fim, substituindo-se o tensor € na expressao da deformacdo de Green dada na

Equacéo (24), tem-se que:
1 1
E=-(C-D=5U-1)=0 (37)

de onde se conclui que a deformacdo de Green é apropriada para o regime de grandes
deslocamentos e rotagdes por se tratar de uma medida de deformacdo objetiva (resulta nula)

para ambos os movimentos de corpo rigido (translacdo e rotagao).
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2.1.5 Mudanca de area (formula de Nanson)

Para se obter uma relacao entre a tenséo definida na configuracéo inicial com a tensao
real na configuracdo atual (tensdo de Cauchy), é importante o estabelecimento de uma relacdo
entre as areas em ambas as configuracfes. Para isto, analisa-se 0 elemento infinitesimal
apresentado na Figura 2.5, na qual sdo ilustradas as configuracdes antes e apds a mudanga de

configuracéo:

Figura 2.5 — Configuracgdes inicial e atual de elemento gerado por &rea infinitesimal

f

Fonte: o proprio autor.

Primeiramente, sdo definidos os vetores de &rea das configuragdes inicial d/TO e atual
dA, os quais sdo dados, respectivamente, por:
d4, = NdA, (38)
dA = AdA (39)
onde N e 7 sd0 versores ortogonais as areas das configuracdes inicial e atual, respectivamente.
Atraveés do produto escalar entre os vetores de area e 0s respectivos vetores geradores
dos elementos infinitesimais, é possivel calcular os volumes dos elementos nas respectivas
configuracdes. Para a configuracdo inicial, o volume inicial dV,, é obtido por:
dVy = it - dA, = it - NdA4, (40)
Analogamente, para a configuracdo atual, o volume atual dV é calculado por:

AV = 3t - dA = Bt - idA (41)
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A partir da relacdo entre os volumes inicial e atual descrito na Equacédo (8), reescreve-
se a Equagdo (41) como:
JVo = vt - dA (42)
Tendo-se em vista a propriedade do gradiente da fungdo mudanca de configuracéo de
transformar vetores infinitesimais na configuracdo inicial para a atual descrita na Equacéo (3),

pode-se relacionar os vetores i e v através da expressao:

vV=A-U (43)
Com a relacdo dada na Equacéo (43), a Equacao (42) pode ser reescrita como:
JVo =1t - At - HdA (44)

Substituindo-se a Equacéo (40) na Equacao (44), obtém-se:
Jut - NdA, = it - At - idA (45)

Como o vetor gerador da area inicial % é arbitrario, escreve-se:

At - fidA = [NdA, (46)
Por fim, pré-multiplicando a Equacéo (46) por A~¢, chega-se a expresséo:

idA = JA™t - NdA, (47)
A Equacdo (47) é conhecida como Formula de Nanson e é muito importante para a

conversédo de medidas de tenséo.

2.1.6 Equacdo da conservacdo de massa

Para a conversao de grandezas eulerianas em lagrangeanas, faz-se uso do Principio da
Conservacdo de Massa (também conhecido como Lei de Lavoisier), que afirma que em
qualquer sistema fechado a massa permanece constante ao longo do tempo.

Assim, como a massa nas configuraces inicial e atual sdo iguais, escreve-se:

M= | podVy= f p(t)av (48)
Vo v(t)
onde M é a massa do sistema, p, é a massa especifica na configuracao inicial e p(t) € a massa
especifica na configuracdo atual.

Substituindo-se a relacdo entre os volumes inicial e atual dada na Equagédo (8) na
Equacéo (48), obtém-se:

M= pudvo= | p@©av, (49)

0 0
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Como o volume adotado para a integracéao € arbitrario e fazendo-se uso novamente da
Equacdo (8), conclui-se que:
dv
vy

A partir do Principio da Conservagdo de Massa, pode-se obter um corolario importante

po = p()J(t) = p(t) (50)

para as analises numéricas ndo lineares. Considerando-se uma integral no volume atual de um
nucleo que contenha o produto de uma funcdo diferenciavel f(t) com a densidade atual p(t) e
aplicando-se o Principio da Conservacdo de Massa expresso na Equacgéo (50), escreve-se:

[ pr@av = porwan (51)
V(t) Ve

0

Derivando-se a Equacdo (51) em relagédo ao tempo, obtém-se:

df (¢)
dt

d d
= efwav == ] uf (O, = j 00 L8 4y, (52)

dt V(t)
Utilizando-se novamente a Equacéo (50) para a mudanca de variavel da Gltima integral,

a Equacdo (52) pode ser reescrita como:

2 | POF@ = I, P IO 4y (59)
Assim, tem-se como corolario do Principio da Conservacdo de Massa que a derivada

em relacdo ao tempo de uma integral de volume cujo volume depende do tempo com ndcleo
também dependente do tempo composto pelo produto de uma funcdo pela massa especifica é

calculada derivando-se somente a funcgéo principal do nucleo em relagéo ao tempo.
2.2  Tensdo de Cauchy

O ente tensdo quantifica de forma continua a interacdo entre as particulas de um corpo
sujeito a acdes externas, podendo ser de dois tipos: tensdo normal ou tensdo de
cisalhamento/tangencial. A resisténcia a aproximacao ou ao afastamento entre planos paralelos
é quantificada pela componente de tensdo normal, enquanto que a resisténcia ao deslizamento
relativo entre planos paralelos é quantificada pela componente de tensdo tangencial.

Entre as varias medidas de tensédo, a tensdo de Cauchy (também chamada de tensdo real)
é a responsavel por efetivamente equilibrar as forcas atuantes na configuracdo deformada. A
tensdo de Cauchy tem como referencial a configuracdo atual (medida euleriana) e,
diferentemente de outras medidas de tensdo, possui significado fisico, constituindo muitos

modelos de falha/ruptura.
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Para a analise das tens@es, estuda-se primeiramente um corpo em equilibrio sujeito a

acdes externas, cuja representacdo é apresentada na Figura 2.6:

Figura 2.6 — Corpo em equilibrio, corte genérico e infinitésimo de area

Ey

dF - (dF - )i
Fonte: Coda (2018).

Realizando-se um corte imaginario no corpo, pelo principio da acéo e reagcdo surgem na
superficie do corte forcas por unidade de area £. Extraindo-se um infinitésimo de area dA da

superficie do corte, pode-se obter o infinitésimo de forca dF resultante aplicado na éarea

elementar por meio da expressao:

-

dF = tdA (54)
Através do versor 77 normal a area infinitesimal, a tensdo normal & atuante na area
elementar é obtida por:
d=(t-n)i (55)
A partir da tensdo normal, é possivel obter a componente tangencial 7 pela diferenca
dos vetores £ e &, ou seja:
t=t-c=t—(t-A)n (56)
Para uma melhor analise das tensdes, retira-se do corpo um elemento infinitesimal
cubico obtido através de seis cortes paralelos realizados dois a dois com distancias
infinitesimais entre si e ortogonais aos eixos coordenados. Sob cada face do elemento atua uma
tensdo f;, podendo cada uma ser decomposta em componentes cartesianas, resultando nas
componentes de tensdo (Figura 2.7). As componentes ortogonais as faces correspondem as
tensdes normais, enquanto que as componentes contidas no plano da face correspondem as
tensdes tangenciais. Cada componente € composta por dois indices, onde o primeiro € referente

ao plano e o segundo é referente a direcdo de atuacdo da componente de tensdo.
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Figura 2.7 — TensOes atuantes em planos ortogonais e componentes de tensao

Fonte: Coda (2018).

Organizando-se de forma tensorial, as tensdes de Cauchy o podem ser escritas como:

011 012 033
0 =021 022 O23| =0y (57)
031 032 033

onde i é a direcdo ortogonal a face e j é a dire¢do de atuacdo da componente de tensao.
Considerando que o elemento infinitesimal cubico se encontra em equilibrio, analisa-se
0 equilibrio de momentos em relacéo a dire¢do x5 (Figura 2.8):
(012dx,dx3)dx; = (021dx,dx3)dx; (58)
resultando em

012 = 021 (59)
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Figura 2.8 — Anélise do equilibrio de momentos em torno do eixo x;

o,,dx,dx,
*—

o,,dx,dx, @ o, dx,dx, |dx,

Fonte: Coda (2018).

Repetindo-se o procedimento para 0s outros eixos, chega-se ao Teorema de Cauchy, que
é dado por:
0ij = 0j; (60)
Pelo teorema, o tensor de tensbes de Cauchy € simétrico, ou seja:

011 012 013
0 =0'=|012 O 023|=0; =0 (61)
013 023 033

2.3 Equac0es de equilibrio

As equacOes de equilibrio da Mecénica do Continuo sdo validas tanto para sélidos
quanto para fluidos, sendo que a diferenca dos modelos fisicos para estes dois tipos de continuo
reside nas leis constitutivas adotadas. O equilibrio pode ser descrito tomando-se como
referéncia tanto a configuracdo inicial (lagrangeana) quanto atual (euleriana), podendo cada
uma delas ser expressa do ponto de vista local ou global. As equacdes de equilibrio para cada

um destes casos sdo descritas a seguir.
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2.3.1 Equilibrio euleriano local

Diferentemente da analise realizada para a deducgéo do teorema de Cauchy, o continuo
é agora analisado considerando-se uma distribuicdo varidvel de tensbes. Assim, para cada

componente g;; atuante em uma face do elemento infinitesimal, existe uma tensdo o;; + 0;;,;dx;

correspondente na face oposta, conforme apresentado na Figura 2.9:

Figura 2.9 — Variacdo de tensdes e equilibrio na direcéo 1

oo
+—hdx, J dx,dx,

:‘731
GI_I
0
(‘7:-1 -I-:gdlecirlrh_l >
' O, --- Py
dr-dx . oy, +—Hdx, |dx,dx,
0}, dx, X, b.dx dx.d x,
| GX A, GX
1=~ ' —} >
1
—_—

Fonte: Coda (2018).

Aplicando-se a Segunda Lei de Newton nas trés direcdes cartesianas, chega-se as

equacdes diferenciais de equilibrio/movimento locais eulerianas:
0ji,; + by = py; (62)

sendo b; as forgas de volume na configuragdo atual.
Através da andlise do equilibrio de momentos, deduz-se novamente o Teorema de

Cauchy, sendo demonstrado que o teorema € valido também para problemas dinamicos com
rotagdo. Com isso, conclui-se que a simetria do tensor de tensdes ja traz implicitamente o

equilibrio de momentos.
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2.3.2 Equilibrio euleriano global

Para a obtencdo do equilibrio euleriano global, realiza-se a integracdo das equagdes

diferenciais de equilibrio/movimento locais representadas na Equacéo (62) no volume atual:

%4 v 1%

Aplicando-se 0 Teorema da Divergéncia (Teorema de Gauss) no primeiro termo,

escreve-se:

A 1% %4

onde A € a area do contorno e n; € o versor normal a area no ponto analisado.
Pela Formula de Cauchy, o termo gj;n; pode ser entendido como a forga de superficie
aplicada sob o contorno na configuragéo atual (p;), ou seja:
Pi = 0jin; (65)
Substituindo-se a Formula de Cauchy na Equacdo (64), obtém-se as equacdes de
equilibrio global eulerianas:

f pidA + f b;dV = f py;dV (66)
A 14 174

2.3.3 Equilibrio lagrangeano global

A partir das equacbes de equilibrio global eulerianas, é possivel obter equacfes de
equilibrio global que tenham como referéncia a configuracdo inicial do corpo (descricdo
lagrangeana). Primeiramente, aplicando-se a Equacdo (8) referente a variacdo de volume e a
Equacdo (47) referente & variacdo de &rea (Formula de Nanson) nas equagfes de equilibrio
global eulerianas expressas na Equacao (64), obtém-se:

| Jona) Mo+ | soiave = | sogiav, (67)
Ao Vo Vo

Supondo que as forgas de volume s&o conservativas e utilizando-se raciocinio analogo
a0 empregado para a obtengdo da Equagcéo (50), a forca de volume na configuraco inicial b?
pode ser dada por:

b = Jb; (68)
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Substituindo-se a Equacdo (68) na Equacdo (67) e aplicando-se o Principio da
Conservacao de Massa por meio da Equacéo (50), obtém-se:

boavy = | poviavy (69)

-t
f]ajl-(Akj) N,dA, +
AO VO

Vo

A seguir, define-se a tenséo de Piola-Kirchhoff de primeira espécie Py;, que € dada por:

-t
Pri = J0ji(Ax;) (70)
0 qual é um tensor nao simétrico.

Substituindo-se a Equacdo (70) na Equacgéo (69), sdo obtidas as equagdes de equilibrio

)

onde o indice mudo k foi substituido por j.

global lagrangeanas:

P;iN;dA, + bldv, = f poyidVy (71)
Vo Vo

0

2.3.4 Equilibrio lagrangeano local

Aplicando-se 0 Teorema da Divergéncia (Teorema de Gauss) na Equacdo (71) e
considerando-se a arbitrariedade do volume inicial, sdo obtidas as equac6es de equilibrio local
lagrangeanas, que sao dadas por:

Py j + b = podii (72)
2.4  Equilibrio e energia

A analise numérica do equilibrio de um sistema pode ser construida de diversas formas,
sendo uma das mais difundidas a abordagem energética, a qual da origem ao Método dos
Elementos Finitos. Neste tipo de abordagem, é analisada a energia mecanica total do sistema
(I1), a qual é composta pela energia potencial das forcas externas (IP), energia de deformacéo
(U) e energia cinética (KK), conforme a expressao:

N=P+U+K (73)

O equilibrio do s6lido (ou fluido) é obtido aqui através do Principio da Estacionariedade
da Energia Mecéanica, o qual afirma que o equilibrio é obtido quando a variacdo da energia
mecanica total é nula, ou seja:

Ol = 6P + 85U+ K =0 (74)
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O principio pode ser descrito tanto de uma forma lagrangeana quanto euleriana, sendo

as equacOes para ambas as descri¢fes deduzidas a seguir.
2.4.1 Euleriano

Uma das formas de se escrever detalhadamente as parcelas da Equacao (74) € a partir
das equacdes de equilibrio local eulerianas representadas na Equacgéo (62) na forma:
9i = pYyi — gji,j — by = 0; (75)
sendo g; um vetor nulo que representa forca por unidade de volume.
A partir do vetor g;, calcula-se a variacdo de trabalho 6w gerada pela forga em uma
mudanca infinitesimal de posigéo §y;:
6m = g;8y; = (pyi — 051 — b;)8y; = 0 (76)
Integrando-se a Equacéo (76) no volume atual, obtém-se:

S = j StdV = J (p¥i — 01 — bi)8y;dV = 0 (77)
|4 14

Apesar de a Equagdo (77) indicar o equilibrio quando STI = 0, deve-se primeiramente
verificar se 811 representa a soma das variacGes da energia potencial das forcas externas, energia
de deformacédo e energia cinética apresentada na Equacdo (74). Para isto, separam-se 0s termos
da altima integral da Equacdo (77):

%4 %4 %4

Tendo em vista que o segundo termo da Equacdo (78) ja corresponde a variacdo da
energia potencial das forcas externas decorrente das forgas de volume, procede-se a analise dos

dois demais termos. Para tal, parte-se da definicdo da energia cinética:

1
K=3| pvgav (79)
14

Calculando-se a variacdo da energia cinética e utilizando-se o corolario do Principio de

Conservacao de Massa apresentado na Equacdo (53), escreve-se:

dK 10 d@Gy
s =y 1 J G
dt 2), U de

dedv = j 0 (Ghde)dV = j pyiSyidV  (80)
vV Vv

que € o primeiro termo da Equacéo (78).
Para a analise do ultimo termo da Equacao (78), aplica-se o divergente sobre o produto
da tensdo com a variagdo de posicao:
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(O'jiSYi)J = 0j;j0y; + 0;;0y; (81)
Rearranjando-se os termos, a Equacéo (81) fica:

0;; j0y; = (O'jiaﬂ),j — 0;i6y; (82)
Dessa forma, o nucleo da terceira integral da Equacao (78) pode ser substituido pelos

termos da direita da igualdade da Equacéo (82), podendo a integral ser escrita como:

- J 0ji,j0y;dV = j 0ji6y; jdV — j (aﬁé'yi)jdV (83)
|4 74 174 2

Aplicando-se o0 Teorema da Divergéncia (Teorema de Gauss) e a Férmula de Cauchy
apresentada na Equacao (65) no ultimo termo da Equacdo (83), tem-se que tal parcela pode ser

escrita como:

- f (aﬁ8yl-)jdV = — f 0;;8ym;dA = — f p;i8y;dA (84)
14 ’ A A

que se refere a parcela de forcas externas de superficie do potencial de forcas externas.
Por fim, avaliando-se o penultimo termo da Equacéo (83), através da simetria do tensor

de tensBes de Cauchy, pode-se escrever:

SVi: 4 SV :
%4 %4
Tendo-se em vista que a variagdo da deformacdo real ¢;; € dada por:
6€ij = —(6}’i,j ‘2|‘ 5}’]‘,1') (86)

entdo o termo dado na Equacéo (85) representa a variagao da energia deformacao, ou seja:
14

de onde se conclui que a deformacéo real é conjugado energético da tensao de Cauchy.
Portanto, a Equagdo (74) representa o Principio da Estacionariedade da Energia

Mecanica e pode ser escrita como:

4 4 A 4

2.4.2 Lagrangeano

Para a andlise do equilibrio utilizando-se uma descricdo lagrangeana, escrevem-se as

equacdes de equilibrio local lagrangeanas apresentadas na Equacédo (72) na forma:
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gi = po¥i — Pjyj — b = 0; (89)
sendo g; um vetor nulo que representa forca por unidade de volume.
A partir do vetor g;, calcula-se a variacdo de trabalho 6w gerada pela forga em uma
mudanca infinitesimal de posicao &y;:
6 = g;6y; = (poyi — Pjij — b)8y; = 0 (90)
Integrando-se a Equacdo (90) no volume inicial, obtém-se:

ST = j smdVy = | (po¥i — Pjij — bY)SyidVy = 0 (91)
1% Vo

0

Repetindo-se as mesmas passagens apresentadas no item anterior, porém com as
derivadas sendo realizadas em relacdo a configuracéo inicial, a Equacdo (91) pode ser escrita
como:

P]lIVJSyldAO +J le-Syi,jdVo =0 (92)

Vo

bO8yavy - |

Ao

j PoYidy;dVy —
v,

1] Vo
Analisando-se a terceira integral da Equacdo (92), admite-se que a forca de superficie
na configuracéo inicial p? possa ser dada pelo produto escalar da tenséo de Piola-Kirchhoff de
primeira espécie P;; pelo versor normal a superficie na configuragdo inicial N;, ou seja:
p? = PN (93)
Analisando-se a Ultima integral da Equacéo (92), tem-se que:
8y;; = 04;i (94)
ou seja, A;; € conjugado energetico de Pj;.
Substituindo-se as Equacdes (93) e (94) na Equacdo (92), chega-se a expressdo:

p28y;dA, + f P;i6A;jdVy =0 (95)

Vo

f PoYidy;dV, —f bi05}’idV0 —f
1% Vo

0 Ao
a qual representa o Principio da Estacionariedade da Energia Mecénica na versdo lagrangeana.
Devido a inconveniéncia decorrente da ndo simetria da tensdo de Piola-Kirchhoff de
primeira espécie, define-se a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S através da
expresséo:
P=St-A" (96)
Substituindo-se a Equacédo (96) na defini¢do da tensdo de Piola-Kirchhoff de primeira
espécie apresentada na Equacéo (70) e isolando-se S¢, obtém-se:
St=JA"1-0-4 (97)

Tendo em vista a simetria de o, tem-se que:
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S=jA1 04 =JA1 6t -At=]JA - 6- A" =S! (98)
de onde se conclui que S é simétrico.
Dessa forma, a partir da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, pode-se obter a

tensdo de Cauchy isolando-se o na Equagéo (98):

1
asz-S-At (99)
Com a Equacao (96), a ultima parcela da Equacéo (95) pode ser escrita como:
f Pt : §AdV, = f A-S:6AdV, = f At - 5A : SdV, (100)
Vo Vo Vo

Devido a simetria de S, pode-se escrever:
A - 5A:S=(A'-64):S=(A-64):S=(6A'-A):S=5A*"-A:S (101)
Como o primeiro e Gltimo termos da Equacao (101) sdo iguais, tem-se que:

1 1
At-6A:S=§(At-6A:S+6At-A:S)=§(At-6A+6At-A):S (102)

A partir da definicdo da deformacéo de Green fornecida na Equacéo (24) e da definicdo

do tensor C expressa na Equacdo (11), a variacdo da deformacdo de Green pode ser obtida por:
1
OE = §(6At A+ At - 54) (103)
Substituindo-se a Equacéo (103) na Equacdo (102), obtém-se:

At -5A:S=0E:5=S5:6E (104)
de onde se conclui que a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é conjugado energético
da deformacéo de Green.

Com isso, a tltima parcela da Equacao (95) pode ser escrita como:

f Pt : 5AdV, = f S : SEAV, (105)
Vi Vi

0 0

Finalmente, substituindo-se a Equacdo (105) na Equagdo (95), obtém-se a expressao:

f PoFiByidVo — f BOSy AV — f p08y:dAo + f S8V =0  (106)
Vo v 4o V.

0 0

a qual representa o Principio da Estacionariedade da Energia Mecanica na versao lagrangeana

escrita em funcéo da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e da deformacéo de Green.
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Neste capitulo, & apresentada a formulacdo do Método dos Elementos Finitos
Posicional. Como o préprio nome sugere, 0 método € uma variacdo do Método dos Elementos
Finitos, na qual sdo utilizadas posic¢des ao invés de deslocamentos na descri¢do cinematica dos
corpos. A formulacdo utiliza uma descrigdo lagrangeana total em todas as etapas de analise e
apresenta uma abordagem naturalmente ndo-linear geométrica, sendo apropriada para a
resolucéo de problemas no regime de grandes deslocamentos, rotacGes e deformacdes, os quais
sdo objeto de estudo da pesquisa. Ressalta-se que a formulacdo apresentada é relativa a analise
de elementos de sélido, cuja descricdo foi feita com base no texto de Coda (2018).

3.1  Aproximacgdo multidimensinal

No Método dos Elementos Finitos, o meio continuo € discretizado em um namero finito
de subdominios, os quais sdo denominados elementos finitos. Dessa forma, um problema
mecanico continuo com infinitas incognitas passa a ser discreto com um numero finito de
incognitas.

A determinacdo dos valores das variaveis no dominio é feita aqui por interpolacéo
através de polindmios de Lagrange, também denominados func¢des de forma. As constantes dos
polindbmios sdo determinadas a partir dos valores das fun¢des nos pontos base de aproximacéo.
Os polinémios de Lagrange unidimensionais ¢; sao dados pela seguinte férmula geral:

NGt )

p+1

onde ¢ sdo coordenadas adimensionais.

As funcgbes de forma possuem como propriedade importante a particdo da unidade (a
soma de todos os polinbmios de mesma ordem resulta na unidade), o que os torna capazes de
representar trechos de funcéo constante. Uma vez conhecidos os valores das fungdes nos pontos
base, com os polinbmios aproximadores € possivel determinar os valores das variaveis em todo
0 dominio.

As posicgoes inicial e atual de um solido (ou fluido) sdo obtidos respectivamente através

das seguintes expressoes:

(&) = p(O)xt (108)
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yi(§) = 0(O (109)
onde X} e Y} sdo, respectivamente, as posi¢cdes nodais nas configuracdes inicial e atual.
A partir das coordenadas adimensionais &, podem ser obtidas as fun¢Ges de mapeamento

inicial e atual, as quais transformam, respectivamente, o dominio adimensional nas

configuracdes inicial f" e atual fl do sélido (ou fluido), conforme apresentado na Figura 3.1:

Figura 3.1 — Mapeamentos inicial e atual da estrutura de um solido (chapa)

(a) Mapeamento inicial (b) Mapeamento atual
Fonte: Coda (2018).

Com isso, podem ser obtidos os gradientes dos mapeamentos inicial A?]- e atual Al-lj, 0S

quais sdo dados, respectivamente, pelas expressoes:

0
o _ 0o,

ofi 9o
L=t - Tyl 111

Assim, pode-se calcular o determinante do mapeamento inicial J,, que é dado por:
Jo = Det(Ay) (112)
Uma vez conhecidos 0os mapeamentos inicial e atual, passa a ser possivel a determinacédo
da funcdo mudanca de configuracdo (funcdo que transforma os pontos do sélido na

configuracdo inicial nos pontos da configuracdo atual), conforme apresentado na Figura 3.2:
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Figura 3.2 — Mapeamento posicional do sélido
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Fonte: Coda (2018).

Nota-se, no entanto, que ndo é necessaria a obtencdo da funcdo mudanca de
configuracdo, mas sim de seu gradiente, que pode ser obtido a partir dos gradientes dos
mapeamentos inicial e atual:

A=A (A1 (113)
onde se destaca que a inversa do gradiente do mapeamento do espago adimensional para a

configuracdo inicial possibilita a aplicacdo numeérica da regra da cadeia.
3.2 Elemento finito prismatico de base triangular

A discretizacdo de um sélido (ou mesmo de um fluido) pode ser feita utilizando-se
diversos tipos de elementos finitos. No presente trabalho, foi empregado elemento finito
prismatico de base triangular com descricdo lagrangeana total, o qual foi utilizado por
Carrazedo e Coda (2017) na analise de placas e cascas laminadas finas a espessas.

Apenas para enfatizar o entendimento de uma perspectiva tridimensional, a funcdo de
mapeamento f° transforma o dominio adimensional (&;,&,,&;) na configuracdo inicial

indeformada B, enquanto que a funcdo de mapeamento f* transforma o espaco adimensional
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(&1, &5, &3) na configuracdo atual B. As variaveis adimensionais &; e &, sdo definidas para um
intervalo de [0,1] e representam a base do prisma nas duas transformagdes, enquanto que a
variavel &; é definida para um intervalo de [-1,1] e representa a altura do prisma. As fungdes

de mapeamento sdo apresentadas na Figura 3.3:

Figura 3.3 — Mapeamento das configuragdes inicial e atual

X'j'y'j

Fonte: Carrazedo e Coda (2017).

O elemento prismaético é criado através da extrusdo de um elemento finito triangular em
sua espessura (direcdo é3) e tem como vantagem a ndo necessidade de a espessura apresentar o
mesmo grau de aproximagcdo da base. As funcdes de forma do elemento prismatico (v;;) sdo
obtidas através da multiplicacdo das funcGes de forma da base (¢;) pelas fungdes de forma da
espessura (¢;):

Vi (€1,62,83) = 90i(§1,E2)9;(&3) (114)

onde a regra k= (j—1)i+i é utilizada para a utilizagdo de um indice Unico nas
implementacdes. Um esquema ilustrativo demonstrando a obtencéo das funcGes de forma do

elemento prismatico € apresentado na Figura 3.4:
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Figura 3.4 — Construcao de fungdes de forma do elemento prismético de base triangular

?(51,,) $(S5)
11 11
1 |
4(S)
ou
11
1 1

wl(é:l?é:z":g}):@1(513‘52)?%(‘53)
WIl(gls‘;:zsé):§0|(‘§1=§2)¢2(§3)

Fonte: o proprio autor.

No caso, foi adotada aproximacéo cubica na base e deixou-se a opg¢ao de aproximacgao
linear ou cubica na espessura, de modo que a linear pudesse ser empregada principalmente na

resolucéo de problemas planos e a cubica pudesse ser utilizada em problemas tridimensionais.
3.3  Formulacdo estatica elastica

A formulacdo do Método dos Elementos Finitos Posicional parte da energia mecénica
total do sistema, a qual é composta pela energia potencial das forgas externas, energia de
deformacéo e energia cinética, conforme apresentado na Equacdo (73). No entanto, a parcela
referente a energia cinética é desconsiderada em analises estaticas (comenta-se que, como a
descricdo de fluidos € intrinsicamente dindmica, o tema ndo € abordado neste item). Dessa
forma, a energia mecanica é calculada como:

nN=P+U (115)

Tendo-se em vista que as forc¢as internas séo funcao da energia especifica de deformacao

e que o potencial das forcas externas é composto pelas parcelas referentes as forgas

concentradas (13.”), forcas de superficie (Q;?‘O) e forcas de volume (BJP‘O), a expressdo da energia

mecéanica pode ser escrita na forma:
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M= —F"y" - B;wf PaPydVg'Y) — ;.xof PapndAGY]
143 A

(116)
+ | wyMave

Ve
onde 0s mesmos conceitos de aproximacado utilizados para posi¢cdes no item anterior foram
aplicados para a aproximacao das forcas de volume e de superficie através de seus valores
nodais. Observa-se ainda que também foram incluidas as forgas nodais concentradas.
Aplicando-se o Principio da Estacionariedade da Energia Mecanica apresentado na

Equacdo (74) no funcional de energia dado pela Equacéo (116), obtém-se:
8 = —F!8Y} — J b?8y,dV§ — J pP8y;dAE + J SkiSEgdVEt =0 (117)
v Ag v

Utilizando-se as fun¢des de forma para a aproximacao das variaveis e considerando que

a variacao das posi¢es nodais 8Y; é arbitréria, escreve-se:

~F} - fv om(E)eu(§)avs Bl - fA R AGLE
° ° (118)
+L§lskja%’dvoel = 0}
onde as integrais sdo realizadas numericamente pelo produto da quadratura de Hammer
(HAMMER; MARLOWE; STRAUD, 1956) segundo as coordenadas que constituem a base
triangular com a quadratura de Gauss-Legendre segundo a terceira coordenada adimensional.
Na terceira coordenada adimensional (altura do elemento), as integracbes numéricas sao
realizadas com 2 pontos de Gauss no caso de aproximacéao linear e 4 pontos de Gauss no caso
de aproximacao cubica. Ja segundo as coordenadas da base, o programa foi implementado de
forma que as integracfes numeéricas pudessem ser realizadas com 7 ou 12 pontos de Hammer,
de modo a oferecer ao usudrio a possibilidade de obtencédo de resultados mais precisos com 12
pontos ou resultados com tempo de processamento menor com 7 pontos.
De forma simplificada, o conjunto de equacGes ndo lineares apresentado na Equacéo
(118) pode ser entendido como:
Fjint _ F}ext — Oj (119)
onde Fji"t séo as forcas internas e F** sdo as forgas externas.

Como sdo empregados elementos finitos prismaticos de base triangular para a
discretizacdo do meio modelado, as forgas internas sdo calculadas para cada elemento atraves

da expressao:
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j ov ("t
(i = [ o av,= [ glav,
e yel aYl Voel

N (120)
= > ) FHEah ig)o(Etih, ig))winwig

ig=1ih=1
onde ig é o indice do ponto de Gauss, ng € o nimero de pontos de Gauss, ih € o indice do
ponto de Hammer, nh € o nimero de pontos de Hammer, w;;, € 0 peso de Hammer e w;; € 0

peso de Gauss.

A contribuigéo da forca interna de cada elemento finito ff é calculada por:

l
R A ) 4

(121)

Ja as forgas externas sdo compostas pelas parcelas referentes as forgas concentradas,

forcas de superficie e forcas de volume, sendo dadas por:

aIP ext
oy = —(F) =—F - f @1PadVE' B — f P19adAgQF° (122)
i Voe Ag

As parcelas referentes as forcas concentradas sdo somadas diretamente as forcas
vol ~
externas. As forcas de volume (Fil) , por sua vez, sdo calculadas para cada elemento por
integracdo numerica:

ng nh

vol . .
E)™ = [ o0atron® = D7 outiiyoaimowag |B° (129
Voe

ig=1ih=1
onde o tensor resultante do termo em parénteses é constante para cada elemento finito.
As forgas distribuidas de superficie (Fil)sup sdo calculadas de forma diferente
dependendo de onde séo aplicadas. Com a discretizacdo adotada, o0 carregamento pode ser
aplicado tanto em superficies com elementos triangulares quanto em superficies com elementos

retangulares. No caso de elementos triangulares, as forcas de superficie sdo calculadas por:

nh
()™ = | oupadaoa® = (Z qm(ih)%(ih)fowm) o (124)
44 in=1

e, no caso de aplicacdo em elementos retangulares, pela expressao:
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sup
(F)™ = f l‘Pl‘PadAoQ{lO
A§

ngl ng2 (125)
= z z @1(i91,i92) 9, (ig1,i92)JoWig1Wigz | QF°
igl=1ig2=1

A resolucéo do sistema de equagOes ndo lineares expresso na Equacéo (118) é realizada
por processo iterativo de Newton-Raphson. Para isso, reescreve-se o conjunto de equagfes ndo
lineares dado pela Equagdo (119) na forma de g;, denominado de vetor residuo:

gj= P}int — F}ext — Oj (126)

Na técnica de solucdo, as posi¢des atuais sao as incognitas do problema e sdo conhecidas
na forma de tentativa. Quando a estrutura se encontra fora da posigéo de equilibrio, o vetor g;
apresenta valor ndo nulo e passa a ser chamado de vetor de desbalanceamento mecanico de
Newton-Raphson.

Expandindo-se o vetor de desbalanceamento mecénico em série de Taylor na vizinhanga
da posicéo tentativa Y, tem-se:

9;(Y) = g;(¥) +E

AY, + 07 =0 (127)

v
Desprezando-se os termos de ordem superior (0]-2), obtém-se o conjunto de equacgdes

lineares a ser resolvido:

- 92U
g;(¥) = —(
y,g> j oY, 0,

onde AYj € a correcdo das posigdes e Hy; € a matriz hessiana.

-1
) 9;(09) = —(Hi;) " g;(r9)  (128)

vy

No programa, a correcdo das posicdes é obtida através da resolucdo do sistema de

equac0es lineares na forma:

Por sua vez, a matriz hessiana é dada por:
Hy; = o°U 130

a qual, assim como as forcas internas, é calculada para cada elemento por meio de integracéo

numérica pela expressao:
ng nh

Hby = fv apyaVo= D" hapya(EGh i) o(EGihig))wiwiy  (131)

ig=1ih=1
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onde a contribui¢do da matriz hessiana de cada elemento finito hg,, € dada por:

, _OE OE 0%E
v ovg T gy “ovzovP (132)

Apo6s a montagem da matriz hessiana e do vetor residuo, as condigdes de contorno sdo
impostas na estrutura zerando-se as linhas e colunas e atribuindo-se 1 na diagonal principal da
matriz hessiana e zerando-se o0 vetor de desbalanceamento mecanico nas posicGes
correspondentes aos graus de liberdade restritos. Dessa forma, a matriz hessiana fica invertivel
e as correcBes nos graus de liberdade restritos resultam valor nulo.

Por fim, depois de obtida a correcdo das posicOes, as posi¢des sdo atualizadas para uma
nova tentativa:

Y2 « Y0 + AY, (133)

O processo é repetido até que a correcdo das posi¢Ges atinja valores muito pequenos e
menores que uma tolerancia pré-estabelecida (tol), ou seja:

47|
—— < to
1]

Encontrada a posicao de equilibrio estatico para o passo de carga e/ou deslocamento, o

l (134)

nivel de carga/deslocamento é aumentado de forma incremental e o processo € repetido.
O pseudocddigo da andlise estatica é apresentado na Figura 3.5. Ressalta-se que as
equacdes para o célculo da matriz pseudo-inversa (utilizada para a obtengdo das tensbes de

Cauchy) séo apresentadas posteriormente no item 3.5.
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Figura 3.5 — Pseudocddigo da andlise estatica

1 Leitura do arquivo de entrada

2 Cdlculo da matriz pseudo-inversa M [Equagdes (156) e (157)]

3 Posig¢des iniciais assumidas como primeira tentativa (17 = )?)

4 Loop fases de carregamento/deslocamento

: Actimulo das forcas de volume equivalentes F7°! no vetor de carga imposta
df (df < df +F") [Equacdo (123)]

6 Ac_)umtilo das_)forizzlslpde superficie equivalentes FsuP no vetor de carga imposta
df (df < df +F ) [Equagles (124) e (125)]

7 Determinagdo do incremento de carga df (df « alf/ng passos)

8 Determinacdo do incremento de deslocamento dy (dl_/) «— dl_/)/ng passos)

9 Forcas externas inicialmente nulas (Fext = 6)

10 Loop passos de carga/deslocamento

11 Incremento das forcas externas (FeXt « Fext 4 d?)

12 Incremento das posi¢des (17 <Y+ d?)

13 Enquanto (||||L;/|||| > tol)

14 Cdlculo das forgas internas Fint [Equacdes (120) e (121)]

15 Calculo da matriz hessiana H [Equacgdes (131) e (132)]

16 Calculo do vetor de desbalanceamento mecanico g

[Equacdo (126)]

17 Imposi¢cdo das condi¢des de contorno em H e g

18 Calculo da correcdo das posi¢des 4Y [Equacdo (129)]

19 Atualizacdo das posi¢oes [Equacdo (133)]

20 Fim loop

21 Calculo das tensbes de Cauchy [Equacdo (99)]

22 Escrita do arquivo de saida

23 Fim loop

24 Fim loop
Fonte: o proprio autor.

3.4 Formulacdo dindmica elastica

Antes do inicio da descricdo da formulacdo dindmica elastica, comenta-se que neste
item a limitagdo ao estudo de problemas de sélidos (no caso eléstico) esté situada apenas na
utilizacdo de modelo constitutivo hiperelastico. Posteriormente, em se¢Bes oportunas (itens 6.2
e 6.3), e definida uma relacdo constitutiva viscosa que permite a utilizacdo da formulacéo
dindmica aqui descrita para a analise de problemas de fluidos viscosos e compressiveis.

Na formulacdo dindmica, a parcela da energia cinética da energia mecénica total

desconsiderada na formulagdo estatica passa a ser incluida no funcional de energia. Assim,
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aplicando-se o Principio da Estacionariedade da Energia Mecéanica e considerando que a
variacdo das posi¢cdes nodais € arbitraria, obtém-se:
oIl P  0U 0K
= + +
oy® ov® ovy® ov®

l

= 0% (135)

Dessa forma, passa a ser necessario o calculo da derivada da energia cinética em relacéo

as posic¢oes. Pelo Principio de D’ Alambert, tal parcela pode ser entendida como forgas inerciais

(13"“"0) do sistema, as quais séo dadas por:

. 0K =
Fierc — —=M:-Y (136)
1104

sendo M a matriz de massa (constante no tempo), que € calculada para cada elemento por:

M= | poi @ i, (137)
Vi

0

Com isso, o sistema de equacdes ndo lineares de equilibrio/movimento passa a ser dado

pela seguinte expresséo:
F"int(y’) —FeXt(t)+ M-V =0 (138)
Aproveitando resultados da analise dindmica de solidos no regime de pequenos

deslocamentos, pode-se considerar que o amortecimento do sistema é proporcional a
velocidade. Assim, o vetor residuo é dado por:

G=Fnt(T)+ M-V +C-V—Fert(t) =0 (139)
onde C é a matriz de amortecimento.

Em problemas dindmicos usuais de andlise estrutural, a matriz de amortecimento pode
ser assumida como sendo uma combinacdo linear das matrizes de massa e de rigidez, podendo
ser dada na forma (WARBURTON, 1976):

C =1,M+ 1K (140)
onde A,,, e 1, sdo constantes e K € a matriz de rigidez (matriz hessiana inicial).

Para o processo de solucdo, a técnica de Newton-Raphson é combinada com o algoritmo
de integracdo numérica temporal de Newmark (NEWMARK, 1959). O algoritmo é utilizado
devido a sua simplicidade, eficiéncia e pelo fato de a matriz de massa ser constante na maioria
das aplicacbes do Método dos Elementos Finitos Posicional, fazendo com que o mesmo
apresente bom desempenho em anélises ndo lineares (CODA, 2018).

Com o integrador temporal, o tempo continuo passa a ser discreto, ou seja:

tspq =ts + At (141)
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onde o subscrito s + 1 é referente ao passo atual, o subscrito s é referente ao passo anterior, t
é 0 tempo e At € o incremento de tempo.

No algoritmo de Newmark, sdo utilizadas as seguintes aproximacdes:
. S @ 1 2 2
Yor1 = Y5 + YAt + [(E — [3) Ys + /3Y5+1] At? (142)

Ysr1 = Ys + (1 —y)At¥s + VAti‘ﬂ (143)
onde S e y sdo parametros livres. Em estruturas convencionais, costumam ser utilizados os
valores f = 1/4 ey = 1/2, 0s quais, substituidos nas EquacBes (142) e (143), recaem nas

equacOes de movimento retilineo uniformemente acelerado (aceleragdo constante em um passo
de tempo).
Com as aproximagOes de Newmark, o vetor residuo passa a apresentar a seguinte forma:

e au M S yC - o o
Q(Ys+1)=ﬁ W'YS+1_M°Qs+_t'YS+1+C'RS_VAtC°QS

+
pA (144)

S+1

~Fgi(© =0

onde 65 e ﬁs sdo vetores auxiliares constantes no passo de tempo, que sdo dados

respectivamente por:

- }75 1_/; ( 1 ):»
= — 4+ (=-1])¥. (145)

Cs BAL? + BAt + 28 S
Ry = Vo + At(1 — ) (146)

Expandindo-se o vetor residuo em série de Taylor e truncando-se em primeira ordem,

chega-se a expressdo da corregdo das posi¢oes:
— — -1 S
4Y = =[H(¥%,)] ~ - §(V%) (147)
No programa, a corregdo das posicdes € obtida através da resolucdo do sistema de
equacoes lineares na forma:
H(Y;Oﬂ) F4Y = g(?sﬁl) (148)
Na formulacdo dindmica, a matriz hessiana passa a ser composta por duas parcelas, uma
estatica (H®') e outra dindmica, sendo a primeira calculada de forma idéntica a mencionada na

formulacéo estatica. A expressao completa da matriz hessiana € dada por:
P2 (149)
BAt? ~ BAt

Para o primeiro passo de tempo, a aceleracdo é dada pela expressao:

H = H*'+
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2 5 ou -
YO = M_l * <Foext - ﬁ - C * Y0> (150)
0

No programa, a aceleracdo inicial é obtida através da resolucdo do sistema de equacgdes

lineares na forma:

= ou
MeTo =Rt ——| — €T, (151)
0

devendo as imposic¢des de contorno serem impostas na matriz de massa e no vetor resultante do
lado direito da equacao.
O processo de solugdo € realizado de forma iterativa, onde para cada passo de tempo

sdo calculadas a aceleracao e a velocidade através das expressoes:

I
Yoi1 = ﬁ_A+tlZ — Qs (152)
= y — - —
Yor1 = EYSH + Rs — yAtQs (153)

onde os valores atuais das posicdes nodais sdo corrigidos pelos valores de AY obtidos na
Equacéo (148) na forma:
Yor1 < Y5 + AY (154)
O processo é repetido até que se atenda o critério de parada dado na Equacao (134).
Determinada a posicao de equilibrio da estrutura, prossegue-se para o proximo passo de tempo,
onde o procedimento é refeito.
A seqguir, é apresentado o pseudocddigo da analise dinamica:
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Figura 3.6 — Pseudocddigo da andlise dindmica

A W N R

9

10
11
12
13

14

15

16

17

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

Leitura do arquivo de entrada
Calculo da matriz pseudo-inversa M [Equagdes (156) e (157)]
Posigdes iniciais assumidas como primeira tentativa (17 = )?)
Calculo da matriz de massa M [Equacdo (137)]
Actimulo das forcas de volume equivalentes F7! no vetor de forcas externas Fext
(Fext « Fext 4 Fvol) [Equacdo (123)]
Actmulo das forcas de superficie equivalentes FS“? no vetor de forcas externas Fext
(Fext « Fext 4 Fsup) [EquacBes (124) e (125)]
Calculo da matriz de amortecimento € [Equacdo (140)]
Imposigdo das condi¢des de contorno em M e no vetor resultante do lado direito da
Equacao (151)
Calculo da aceleragdo inicial [Equagdo (151)]
Loop passos de tempo
Incremento do tempo (t = passo tempo * At)
Calculo da forca externa transiente Fext(t)
Calculo de 65 [Equacdo (145)]
Célculo de ﬁs [Equacdo (146)]
||av]|
11X

Enquanto ( > tol)

Calculo das forgas internas Fint [Equacdes (120) e (121)]
Calculo da parcela estatica da matriz hessiana H®s¢
[Equagdes (131) e (132)]
Soma da parcela dindamica na matriz hessiana [Equagdo (149)]
Calculo do vetor de desbalanceamento mecanico g [Equacdo (144)]
Imposi¢do das condigdes de contornoem H e §
Calculo da correcdo das posicoes AY [Equacdo (148)]
Atualizacdo das posi¢des [Equacao (154)]

Fim loop

Atualizacdo da acelerac¢do [Equacdo (152)]

Atualizacdo da velocidade [Equacdo (153)]

Cdlculo das tensdes de Cauchy [Equacgdo (99)]

Escrita do arquivo de saida

Fim loop

Fonte: o proprio autor.

3.5

Caélculo de tensdes de Cauchy

Devido a seu significado fisico e ao fato de constituirem muitos modelos de

falha/ruptura, mostram-se importantes o céalculo das tensbes de Cauchy e seu pOs-

processamento. As tensdes de Cauchy sdo obtidas através da conversdo das tensdes de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie por meio da expressdo apresentada na Equacao (99).
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Como as tensdes sdo calculadas nos pontos de integracdo, para fins de pds-
processamento, é necessario que sejam obtidos os valores das tensdes nos nés. A transferéncia
pode ser feita a partir de uma matriz L, a qual relaciona os valores das variaveis nos nos (Z)

com os valores nos pontos de integracéo (Z2):

Z=L-7 (155)
A matriz L é composta por funcdes de forma e é dada por:
Ly = ¢i($) (156)

Quando o nimero de pontos de integracdo € igual ao nimero de nés do elemento, a
inversa da matriz L pode ser calculada diretamente. Caso contrario, desde que o nimero de nos
seja menor que o0 nimero de pontos de integracdo, a inversa é obtida através da técnica de
Minimos Quadrados por meio da matriz M, denominada matriz pseudo-inversa:

Z=[L L)L) Z=M 7 (157)

Caso haja um nimero menor de pontos de integracdo do que de nds, a matriz L é obtida
com funcdes de forma de grau inferior. Uma vez obtidos os valores nos nds, os valores nodais
do elemento original séo recuperados utilizando-se também func¢des de forma de grau inferior.

Por ultimo, calcula-se a média das tensdes concorrentes no mesmo no, a fim de se obter

uma representagdo continua de tensdes no pos-processamento.
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS HIPERELASTICOS

No desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos Posicional em suas versdes
estatica e dinamica, a lei constitutiva hiperelastica aparece de forma genérica na energia
especifica de deformacdo contida na Equacdo (115) e em sua variacdo, por exemplo, na
Equacédo (116). Neste item, define-se a expressdo da energia especifica de deformacédo da qual
resulta 0 modelo constitutivo hiperelastico adotado.

Modelos constitutivos hiperelasticos sdo definidos como aqueles que apresentam uma
expressdo fechada para a energia especifica de deformac&o. Os potenciais de tais modelos, para
que sejam considerados como geradores de leis constitutivas consistentes, devem ser convexos.
Veja, por exemplo, Ogden (1980).

Para materiais homogéneos e isotrépicos, a energia especifica de deformacéo pode ser
escrita de forma lagrangeana como:

Y(A) =¥(C)=¥(E) = '{’01'12»13) = 4’(/11,12'/13) (158)
onde ¥ é a energia especifica de deformacdo; I, I, e I3 s&o os invariantes do tensor de
alongamento a direita de Cauchy-Green; e 4,, 4, € A5 sdo as alongamentos principais. Nota-se
que as duas Ultimas formas da Equacdo (158) impGem a isotropia, uma vez que tanto os
invariantes do tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green quanto os alongamentos
principais independem da orientagdo do eixo de referéncia.

Em problemas que envolvem grandes deformacgdes, modelos constitutivos
hiperelasticos devem garantir que a condicdo / > 0 seja atendida, conforme apresentado na
Equacéo (9). Caso o modelo ndo consiga satisfazer tal condicdo, é necessario que o algoritmo
apresente testes de parada e avisos quando a estrutura passe a apresentar deformacdes
moderadas.

No caso de modelos constitutivos completos, devem também ser atendidas as condi¢es
de normalizacéo e de crescimento, que séo dadas, respectivamente, por:

yC=D=¥YE=0)=0 (159)

{'{1—>+00;]—>0+

Y - +400; | > 400 (160)

onde a condicao de crescimento garante que J > 0.
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4.1  Decomposicdo de Flory

Para que o modelo constitutivo respeite a condigdo de crescimento, é necessario que ao
menos uma parcela da energia especifica de deformacéo seja funcdo do jacobiano. Tal exigéncia
costuma ser atendida por meio da decomposic¢ao multiplicativa do gradiente da fungcdo mudanca
de configuracdo, também conhecida na literatura como decomposicdo de Flory (FLORY,

1961), na qual o gradiente da funcdo mudanca de configuracéo € escrita como:

A=4-4A (161)
com

A=JY3 (162)

A=]7134 (163)

A decomposicdao multiplicativa pode também ser escrita diretamente em relacdo ao

tensor de alongamento & direita de Cauchy-Green na forma:

c=C-C (164)
com
C =J?/3C (165)
C =J%3] (166)
Cc=J]7?3¢c (167)

Dessa forma, a energia especifica de deformacéo pode ser decomposta em uma parcela

dependente da variacdo de volume (¥V°!) e duas parcelas isocoricas (Y 15°¢! g Wisoc2):

@ = pvol(]) 4 wisoc([, [,) = Yvol(]) 4 Wisocl([ ) 4 pisoc2(L) (168)

sendo I e I, os invariantes de C, os quais sdo definidos pelas seguintes expressoes:
I =Tr(0) (169)
L, =Tr(C™Y) (170)

Derivando-se a Equacdo (168) em relagdo a deformacdo de Green, conclui-se que a
componente elastica da tensio de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (5'5t) também pode ser
escrita em fungdo de uma parcela dependente da variacdo de volume e de duas parcelas
isocoricas, ou seja:

a'{“’"’ alpisocl alpisocz
elast _ — ¢vol isoc1l isoc2
S 3E + oE + oE S+ S +S (171)

onde §¥°! ¢ a parcela volumétrica, $*°¢! ¢ a parcela isocorica 1 e $1°¢2 ¢é a parcela isocorica 2

da componente elastica da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie.
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Seguindo procedimento anélogo, deriva-se a Equacdo (171) em relacdo a deformagao

de Green, obtendo-se a expressao do tensor constitutivo elastico tangente ((Sf},‘?ft ;

2 l 2wi 1 2wi 2
flg’igt _ a [1]170 + a lI/lSOC + a l}[lSOC
J OF;;0E, = OE;0E, 0,0k,

= Cffla + G + 7 (172)

onde G}’;’,fl é a parcela dependente do volume e 015,351 e (55,352 sdo as parcelas isocoricas do
tensor constitutivo elastico tangente. As parcelas sdo obtidas, respectivamente, pelas seguintes

expressoes:

alevol B a] anjvol a] +alpvol 62]

vol _ _ 173
UKL 9E;;0E, ~ OE; 8J2 0Ey 9] OE;0E (173)

isoc1 _ an/iSOCI _ al_l azlpisocl 61_1 N alzuiiOCl 021_1 (174)

Lkl OIEUOIEH OIEU 61_12 OIEkl 6]1 OIEijOIEkl

is0cz anﬂsocZ B 61_2 aZlI;Lsocz 61_2 aqjlsocz 621_2 (175)

LS = = + —
tjkl GIEUGIEM GIEU al_zz aIEkl 612 aIEijaIEkl
4.2 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

O modelo constitutivo mais simples € 0 modelo de Saint-Venant-Kirchhoff, o qual
apresenta, da mesma forma que a Lei de Hooke, uma relacéo linear entre tenséo e deformacéo.
A expressdo generalizada do modelo é dada por:

1
Y(E) = EIEkl(Sklij[Eij (176)

Desenvolvendo-se a equacdo anterior, a energia especifica de deformacdo pode ser

obtida pela seguinte expressao:

G
Y =——[(1—v)(E% + E3, + E33) + 2v(Eq1Eyy + Eq1Eg3 + EppEs3)
(1-2v) 11 T %22 33 111822 + g k33 + Egplks3 177)

+ (1 — 2v)(Ef, + E3; + Ef; + Ef; + E35 + E3)]
onde G € o modulo de elasticidade transversal e v é o coeficiente de Poisson.

Derivando-se a energia especifica de deformacdo em relacdo a deformacdo de Green,
obtém-se a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, cuja forma generalizada é expressa
por:

Sij = CyjraEp (178)

Desenvolvendo-se a equacao anterior, obtém-se as componentes da tensdo de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie para o caso tridimensional:



75

ov 2G
T O, 1-v)E Ez2 +E 17
S11 = gy = oy [~ VIEu + V(Eze + Eag)] (179
ov 2G
S22 = 0E,, (1-2v) [(1 = v)Ezz + v(Eq; + E33)] (180)
o 2G
S33 = 0Es; (1—2v) [(1 = V)Es3 + v(Eyy + Ez2)] (181)
b4
S12 = G — = 26Ey (182)
v
S13 = ﬁm =2GE3 (183)
b4
T 9E,. 184
523 6]E23 2G[E23 ( 8 )

O modelo de Saint-Venant-Kirchhoff é um modelo de facil implementacdo
computacional, porém, por ndo respeitar a condicdo de crescimento, permite a inversao do
material para niveis finitos de tensdo, o que o torna inapropriado para problemas com grandes

deformacoes.

4.3  Modelo hiperelastico adotado para grandes deformacdes

Tendo-se em vista as limitagdes do modelo de Saint-Venant-Kirchhoff (o0 qual havia
sido inicialmente implementado no cddigo computacional), foi adotado um modelo
hiperelastico alternativo para a resolucdo de problemas sob grandes deformacdes, aqui
denominado modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff. A formulacdo € baseada na
decomposicédo de Flory, na qual a energia especifica de deformacao apresentada na Equacéo
(168) é composta por parcelas isocoricas advindas do modelo de Rivlin-Saunders e parcela
volumétrica proveniente do modelo de Hartmann-Neff. Mais detalhes da formulagdo elastica

implementada sdo apresentados a seguir.

4.3.1 Parcelas isocéricas do modelo de Rivlin-Saunders

No modelo de Rivlin-Saunders, a energia especifica de deformacdo € funcdo dos
invariantes de deformacéo, sendo dada pela expressao:
Yy, L) =CU, —3)+ f( —3) (185)

onde C é uma constante e f é uma funcdo que deve ser determinada experimentalmente.
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A partir da equagdo anterior, atraves da decomposi¢do multiplicativa do gradiente da
funcdo mudanca de configuracdo, é possivel obter as expressdes das parcelas da energia
especifica de deformacéo independentes da variacdo de volume. As parcelas séo funcdo dos

invariantes isocdricos e sdo dadas por:
cocl cocz U - G -
yisocl | yisoc2 — Z (11 -3)+ Z ([2 -3) (186)

sendo I, e I,, respectivamente, 0 1° e 2° invariantes isocoricos, cujas expressoes sio dadas nas
Equacdes (169) e (170).

4.3.2 Parcela volumétrica do modelo de Hartmann-Neff

Hartmann e Neff (2003) investigaram diversos modelos constitutivos de materiais quase
incompressiveis da literatura e propuseram funcdes de energia de deformacdo de materiais
isotropicos com comportamento quase incompressivel dependentes dos invariantes principais.
Varias funcdes convexas foram propostas, sendo uma delas a apresentada a seguir:

vol = (j2n 4 j=20 — )M n > 1/ m> 1 (187)
onde n e m sdo constantes.

A partir desta fungdo convexa dependente da variacdo de volume (£¥°!), obtém-se a
parcela volumétrica da energia especifica de deformacdo através da expressao:

llyvol — kvolfvol — kvol(IZn +]—2n _ Z)m (188)
sendo k7°! uma constante.

Apesar de a constante k¥°! ser normalmente obtida por meio de ensaios laboratoriais,
como o modelo deve reproduzir o comportamento linear do material em pequenas deformagdes,
é possivel determinar o valor da constante a partir das propriedades elasticas do modelo linear
de Saint-Venant-Kirchhoff (ou mesmo de Hooke, uma vez que a comparacao € feita no espacgo

de pequenas deformagdes). Assim, chega-se ao seguinte valor de kV°!:

K
vol — 189
k 2 (189)

sendo K o bulk modulus.
Substituindo-se a Equacéo (189) na Equacao (188) e tendo-se em vista que 0 parametro
m costuma ser adotado com valor unitario, obtém-se a expressao da parcela volumétrica da

energia especifica de deformacéo:

yvol _ %(1271 +]72n —2) (190)
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4.3.3 Expressdo geral e tensbes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

Substituindo-se na Equacéo (168) as expressdes das parcelas isocoricas do modelo de
Rivlin-Saunders e da parcela volumétrica do modelo de Hartmann-Neff dadas,
respectivamente, nas Equacgdes (186) e (190), obtém-se a expressdo geral da energia especifica

de deformacéo do modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff:
K G _ G -
— 2n -2n _ el _ _ — 191
V=g Ut )+ L =3+, =3) (191)

As parcelas volumétrica e isocoricas sdo obtidas derivando-se a Equacdo (191) em
relacdo a deformacdo de Green, de onde se obtém as expressoes:
aqjvol B alpvol a] 3 K

Svol — o — a] ﬁ — E[ 2n—1 _]—(2n+1)](§vol (192)
Sisocl B alpl'5061 B alpisocla_l_l B E@isocl
“T9E 9, OE 4 (193)
) a[IjiSOCZ a[IjiSOCZ 61_2 G .
SlSOCZ — — — _@;15062

oE 0L, OE 4 (194)

Os tensores V0!, @5l g ES°¢2 sjo, respectivamente, as diregdes volumétrica,

isocorica 1 e isocorica 2, as quais sdo dadas pelas seguintes expressoes:

aJ -
@vol — o =JC 1 (195)
. ol 2
@isocl — TEIZ — —51_2/3116'_1 + 2]—2/31 (196)
. a1 2

sendo I, e I,, respectivamente, o 1° e 2° invariantes do tensor de alongamento a direita de

Cauchy-Green, que sdo definidos como:

I, = Tr(C) (198)
1 C C. C C C C
I —_— Tr C 2 _ T,r Cz — 22 23 + 11 13 + 11 12
2 = UMOF =T} =le, ¢l cal e col 299

Para concluir o entendimento de que a energia especifica de deformacdo adotada é
completa, demonstra-se a seguir que as parcelas volumétrica e isocoricas da tensdo de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie correspondem, respectivamente, as componentes hidrostatica e
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desviadora da tensdo de Cauchy. Para isso, substitui-se a Equagdo (171) na Equacéo (99),
obtendo-se:

o.zlA_Svol,At +1A_Sisocl,At+lA_Sisocz_At (200)
J J J

Analisando-se primeiramente a parcela volumétrica da tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, tem-se que a mesma pode ser escrita da seguinte forma:

alpVOl 0
Y — a@el = jct (201)

vol _
S 3] OE

sendo a um escalar, o qual multiplica €°! na Equacio (192).
Substituindo-se a Equacdo (201) no primeiro termo da Equacdo (200), tem-se que a

parcela volumétrica da tensio de Cauchy (aV°!) pode ser expressa como:

1 1 .
o.vol — 7A . Svol . At — 714 . a]c—l . At =qal = o.hld (202)

ou seja, a¥°' é a tensdo hidrostatica (o'¢), €°! é a direcdo hidrostatica lagrangeana
correspondente a diregdo hidrostatica no espago de Cauchy e $7°! é a tensio hidrostatica no
espaco lagrangeano.

Analisando-se agora a primeira componente isocorica da tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, tem-se que a mesma pode ser escrita como:
alpisocl al_l

Sisocl — _ _1
o, OE

, 2
= pEisoct = g -3 J2BTr(C)Ct + 2] 7231 (203)

sendo 8 um escalar, o qual multiplica €°¢* na Equag&o (193).
Fazendo-se a conversdo para a tensdo de Cauchy atraves da substituicdo da Equacéo
(203) no segundo termo da Equacao (200), obtém-se:

_ 1 _ Tr(At-A
gisocl — 7A . gisocl | gt — B {2]—5/3 lA LAt — %Il} (204)

sendo a5°¢ a primeira componente isocdrica da tensdo de Cauchy.
Como
Tr(A'-A)=A:A'=A': A=Tr(4 A" (205)

a expressdo de a**°¢! pode ser reescrita como:

At
O.isoc‘l — ,8{2]_5/3 IA At — TT'(A3 A )Il} — o.dev (206)



79

ou seja, ' é uma tensdo desviadora (o?¢¥), E°°l ¢ a primeira direcio isocorica
lagrangeana correspondente a primeira direcdo isocorica no espaco de Cauchy e §¥°¢1 é a
primeira tensdo isocérica no espaco lagrangeano.

Por fim, analisando-se a segunda componente isocorica da tensao de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, tem-se que a mesma pode ser escrita da seguinte forma:
alpl'SOCZ 61_2

. 2
TR AR A [2]-4/3 <—§C‘112 +Tr(OI — ct)] (207)

gisocz —

sendo y um escalar, o qual multiplica €*°°2 na Equagao (194).
Fazendo-se a conversdo para a tensdo de Cauchy através da substituicdo da Equacéo

(207) no terceiro termo da Equacéo (200), obtém-se:

a.isocZ — }A . Sisocz . At

(208)
= y2) 7P {Tr(e)@A- A - (- A9 - (4~ 49] - S L1}

A partir da relacdo dada na Equacéo (205), tem-se que:

Tr(A-ADTr(A-AY) —Tr[(A- A (A - AD)] = 21, (209)
Dessa forma, calculando-se Tr(a°¢?), obtém-se:
Tr(ais0?) = 2yJ77/3 (21, — 21,) = 0 (210)
ou seja,

O.isocz — a.dev (211)

demonstrando que ¢'°°? ¢ uma tensdo desviadora, €°°? é a segunda direcdo isocorica
lagrangeana correspondente a segunda direcdo isocorica no espaco de Cauchy e S92 é a
segunda tensdo isocorica no espaco lagrangeano.

A partir da constatacdo da existéncia de duas componentes de deformacao lagrangeanas
isocoricas, surgem duas consequéncias interessantes, que sdo a definicdo de direcdes de fluxo
plastico na formulacdo elastoplastica e a proposta de tensfes viscosas que respeitem estas
direcGes de fluxo. Estes topicos sdo apresentados, respectivamente, nos itens 5.2 e 6.2.

No programa, a componente elastica da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é
calculada conforme o pseudocddigo apresentado na Figura 4.1. Ressalta-se que as equacdes

para o calculo de 0W¥°! /9], dWs°°1 /I, e 0W°¢? /9, sho apresentadas no proximo item.
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Figura 4.1 — Pseudocédigo do algoritmo de calculo da parcela eléstica da tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie pelo modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff

1 Calculo de I; [Equacdo (198)]

2 Calculo de I, [Equacg&o (199)]

3 Calculo de %7 /8] [Equacdo (212)]

4  Calculo de 9] /9E [Equacdo (195)]

5  Calculo de §¥°! [Equagdo (192)]

6  Calculo de W1 /a1, [Equagdo (215)]
7 Calculo de d¥i°¢2 /31, [Equagdo (215)]
8  Calculode d1;/0FE [Equagdo (196)]

9  Célculode dl,/0E [Equagdo (197)]

10 Célculo de §%°¢! [Equacido (193)]

11 Célculo de §%5°¢2 [Equagdo (194)]

12 Célculo de §¢%t [Equacdo (171)]
Fonte: o proprio autor.

4.3.4 Tensor constitutivo elastico tangente

Para a obtencdo do tensor constitutivo elastico tangente, como ja sdo conhecidas as
expressoes de €Y°! = 9] /0E, €°°! = 9I, /0E e €5°? = 9], /9E através, respectivamente,
das Equacdes (195), (196) e (197), bastam-se calcular os termos restantes das Equacdes (173),
(174) e (175).

Analisando-se primeiramente a parcela volumétrica, deriva-se o potencial volumétrico
de Hartmann-Neff dado na Equacéo (190) em relacdo ao jacobiano, resultando:

aqjvol K

3 — E []271—1 _]—(2n+1)] (212)

Derivando-se novamente em relacdo a J, obtém-se:
aleyvol K

= = [(2n — 1)]2"72 + (2n + 1))~ @n+2)] (213)

Para a obtencdo do ultimo termo da Equacdo (173) para o célculo de componente
volumétrica, deriva-se a Equacédo (195) em relacéo a deformacao de Green:

92]  0GY

OE;;0Ey, 0Ey

= J(DijD — 2Dy.Dj;) (214)

sendo D = C™1.
Analisando-se agora as parcelas isocdricas, deriva-se o potencial isocérico de Rivlin-

Saunders dado na Equacdo (186) em relacdo aos invariantes isocoricos, resultando:
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aqjisocl B aqjisocz _ G

Derivando-se novamente em relagdo a I; e I,, obtém-se:

azlpisocl azlpisocz

- = - =0
6112 6122 (216)

Por fim, derivam-se as Equacdes (196) e (197) em relacdo a deformacdo de Green,
obtendo-se, respectivamente:
0%, 0G4

1
3, 9E, = P = 51_2/3 [§ (DyjDyy + 3Dy D)y — DijSy — D6y (217)
ij

621_2 6(55002
0E;;0Ey, Oy

8 2
= 2173 (5 DyDua + DDy ) I = Coo(Diybis + DuaSy)  (218)

3
+ D;;jCyy + Dy Cij + 5 (8161 — 5jk5u)]

Substituindo-se os termos anteriores nas Equacfes (173), (174) e (175), obtém-se a
parcela elastica do tensor constitutivo tangente.
No programa, o tensor constitutivo elastico tangente é calculado conforme o

pseudocddigo apresentado na Figura 4.2:
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Figura 4.2 — Pseudocdédigo do algoritmo de calculo do tensor constitutivo eléstico tangente

21

Loop dimensado i
Loop dimensao j
Loop dimensao k
Loop dimensao |
Calculo de %/ /9E,;;0E,, [Equagdo (214)]

9] o]
a]El']' 0Ey;
Calculo de 821, /OE;;0Ey,; [Equagdo (217)]

7 61_1 61_1
Calculo de 35 9Er
Calculo de 0%, /OE;;0Ey, [Equacdo (218)]
a]El']' 0Ey;

Célculo de

Célculo de

Fim loop
Fim loop
Fim loop
Fim loop
Calculo de 92¥"°! /9]? [Equacdo (213)]
Calculo de €75 [Equagdo (173)]
Calculo de 0W%°¢1 /9], [Equacdo (215)]
Calculo de G576 [Equagdo (174)]
Calculo de 0W°¢2 /9T, [Equacio (215)]
Calculo de €}57f% [Equagdo (175)]
Calculo de GF3°" [Equagdio (172)]

Fonte: o proprio autor.
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5 PLASTICIDADE

Dentro do espectro de interesse deste trabalho, excluindo-se materiais frageis, existem
trés tipos de respostas mecanicas basicas: elastica, plastica e viscosa. Estes comportamentos,
por sua vez, ndo necessariamente se manifestam isoladamente, podendo o material apresentar
uma combinacdo destes comportamentos quando sujeito a diferentes niveis de deformacao. Os
metais, por exemplo, costumam manifestar comportamento elastico quando sujeitos a pequenas
deformac0es e elastoplastico quando sujeitos a grandes deformacées (DIXIT; DIXIT, 2015).

No regime elastico, a deformacdo é reversivel, ou seja, 0 corpo retorna ao seu estado
inicial com a retirada do carregamento. Caso haja uma deformacao permanente ou irreversivel,
é dito que o corpo sofre uma deformacdo plastica. Tal fenébmeno, do ponto de vista da
microestrutura de metais, ocorre devido a movimentacdo irreversivel de discordancias
(imperfeicOes nas sequéncias das ligagcdes atdmicas) sem que haja perda de coesdo ou rupturas
internas. Este comportamento pode também ser observado em materiais ndo metélicos, como o
concreto, no qual uma plastificacdo aparente pode decorrer de processos fisicos distintos dos

metais, como a microfissuracdo (PROENCA, 2018).

5.1  Conceitos fundamentais da plasticidade classica

Em andlises numéricas, a plasticidade pode ser considerada basicamente para dois
diferentes casos: pequenas ou grandes deformacgdes. Embora a formulacdo adotada neste
trabalho seja dedicada a resolucdo de problemas com o desenvolvimento de grandes
deformac@es, 0 modelo numérico parte de consideracfes importantes do modelo de pequenas
deformacfes. Por isso, neste item é apresentada a teoria da plasticidade em pequenas
deformacfes juntamente com conceitos fundamentais da plasticidade classica, sendo a

apresentacdo feita com base no texto de Wierzbicki (2013).

5.1.1 Curva tenséo x deformacéo

Realizando-se um ensaio de tracdo uniaxial, na maioria dos materiais é obtida uma curva

tensdo x deformacdo semelhante a apresentada na Figura 5.1:



84

Figura 5.1 — Curva tensdo x deformacéo (a) elastoplastica, (b) rigido-pléastica e (c) elastica

o o o A\
C C
B N\
' Dy I
010.02% /D Tj, g‘t—olal 0 - ghlast 0 ﬁ’ gelast

Fonte: adaptado de Wierzbicki (2013).

Para materiais elastoplasticos, no trecho inicial a tensdo cresce linearmente com a
deformacéo, sendo a inclinacdo da curva dada pelo modulo de elasticidade longitudinal do
material (E). A curva continua com inclinagéo constante até o ponto A, denominado limite de
proporcionalidade. A partir deste ponto, a curva passa a apresentar uma pequena reducao de
sua inclinacdo até atingir o ponto B, conhecido como limite de escoamento. Por consenso
internacional, o limite de escoamento é obtido através da intersec¢do da curva tensdo x
deformacdo com uma reta com a mesma inclinagcéo da curva no regime elastico que passa pelo
ponto (o = 0; et°tal = 0,02%). Apos o limite de escoamento, a curva passa a apresentar uma
reducdo de sua inclinacdo devido ao encruamento do material.

Na descarga, a curva apresenta uma trajetéria definida pelo segmento de reta CD, o qual
apresenta a mesma inclinacdo da resposta elastica inicial, sendo por isso denominada de
descarga elastica. No ponto D, a tensdo é nula, porém o material apresenta uma deformacéo
plastica residual de magnitude OD.

Conforme apresentado na Figura 5.1, a resposta elastoplastica pode ser dada como a
soma das respostas elastica e plastica do material. Tal suposi¢cdo costuma ser adotada no regime
de pequenas deformacdes, no qual é aceitavel a hipdtese de que a deformacéo total pode ser
decomposta de forma aditiva (decomposicao de Green-Naghdi) na forma:

— <(_:elast + <(_:plast (219)

onde gf°te! ¢ a deformagdo total, £4145¢ ¢ a deformagcéo elastica e P'st é a deformacao plastica.

<(_:toltal
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Lembrando que a descri¢do apresentada é uniaxial e em pequenas deformagdes, na fase
elastica o comportamento do material é regido pela Lei de Hooke, sendo a deformacéo elastica

dada por:

gelast — z (220)
E

sendo E 0 médulo de elasticidade longitudinal do material.

Jaa deformacéo plastica depende do nivel de deformacéo sofrido pelo material, havendo
uma diferenca entre a deformacéo medida (total) e a deformacéo eléstica conhecida. Por esta
razdo, sua obtencgdo a partir do nivel de tensdo é mais dificil, sendo usualmente feita por meio
de férmulas empiricas (WIERZBICKI, 2013).

Na literatura, foram propostos muitos modelos para a aproximacdo da curva real de
tensdo x deformagéo, sendo os mais comumente utilizados os modelos com encruamento linear

(Figura 5.2a) e com encruamento rigido-plastico (Figura 5.2b):

Figura 5.2 — Modelos com (a) encruamento linear e (b) encruamento rigido-plastico

Fonte: Wierzbicki (2013).

Um modelo ainda mais simplificado é obtido a partir da hipétese de que a plastificacdo
do material € regida pela tensdo média o, apresentada na Figura 5.2b. Deste conceito, surge o

modelo rigido-pléastico perfeito, que € apresentado na Figura 5.3:
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Figura 5.3 — Modelo rigido-plastico perfeito

o g A
C B C
o—> D <« >0
a, : a, 9
i \
& 5 gplast > gplast
0 D 0} D
D -0, o -0,

Fonte: adaptado de Wierzbicki (2013).

O modelo assume que a tensdo o, possui mesmo modulo tanto na tragdo quanto na
compressdo e € comumente utilizado para a analise do estado limite de estruturas
(WIERZBICKI, 2013).

5.1.2 Condicéo de carregamento e descarregamento

Analisando-se o modelo rigido-plastico perfeito apresentado na Figura 5.3, no caso
unidimensional a evolugéo plastica segue a seguinte lei®:

gplast > 0; g = g,
EPlast < 0; ¢ = —ay (221)
gplast = 0; —g, < 0 < 0,

No descarregamento, a curva percorre o caminho CD no grafico o x P'st (Figura 5.3a),
enquanto que no grafico o x P!t (Figura 5.3b) a curva percorre 0 mesmo caminho CBO

percorrido durante o carregamento.

3 Destaca-se aqui que ¢ se refere na verdade ao incremento de deformacdo Ae. No entanto, como grande parte
da literatura relativa a plasticidade costuma adotar & para representar o incremento de deformacdo, optou-se
por também utilizar esta representagdo na presente dissertagao.
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5.1.3 Incompressibilidade

Através de diversos estudos, evidenciou-se que materiais como metais, borrachas e
polimeros sdo praticamente incompressiveis durante a plastificacdo, fato do qual podem ser
retiradas algumas observag6es importantes.

Analisando-se primeiramente o caso unidimensional, estuda-se 0 comportamento de um

elemento de barra, cuja representacéo é apresentada na Figura 5.4:

Figura 5.4 — Elemento de barra

‘_‘-—___.——’

Fonte: o proprio autor.

O elemento possui area de secédo transversal A e comprimento [. Portanto, seu volume
V7 é calculado por:
vV =Al (222)
Seguindo as observacdes empiricas, assume-se que o material € incompressivel. Dessa
forma, a variagdo do volume deve ser nula, ou seja:
dV =d(Al) =dAl+ Adl =0 (223)
Dessa forma, conclui-se que o incremento de deformacao de pode ser obtido tanto pela

variacdo do comprimento quanto pela variacdo da area da se¢do transversal:

_d__da (224)
[~ 4

Integrando-se o termo referente ao comprimento da Equacao (224), obtém-se:

de
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e=mn)+C (225)
sendo C uma constante de integracao.
Impondo-se que a deformacdo é nula quando o comprimento [ € igual ao comprimento
inicial [, obtém-se o valor da constante C:
0=1In(ly) + C - C =—-In(ly) (226)
Assim, a Equacéo (225) pode ser reescrita como:
e=In) —In(ly) =In (é) (227)
que é a definicdo logaritmica da deformacéo escrita em funcdo do comprimento.
Integrando agora o termo referente a area da Equacao (224), obtém-se:
e=-n(A)+C (228)
Com procedimento anadlogo ao anterior, impde-se que a deformacdo € nula quando a
area da secdo transversal A é igual a area inicial A,, obtendo-se o valor da constante de
integracado C:
0=—-In(4y) +C - C =In(4y) (229)
Com isso, a Equacéo (228) pode ser reescrita como:

e=—In(4) +In(4Ay) =In (%) (230)

que ¢ a definicdo logaritmica da deformacéo escrita em funcéo da area.

Observa-se que, na tragdo, como [ > [, e A < A, as Equagdes (227) e (230) retornam
deformac6es com sinal positivo; j& na compressdo, como [ < [, e A > A,, obtém-se valores
negativos de deformacao.

Finalmente, escrevendo-se as Equagdes (227) e (230) na forma de taxa, obtém-se,

respectivamente, as seguintes expressoes:

(e m(@)] o -ma omanar 1,
“Toc ot ot STa o 1T (231)
A
| oe o[m(P)] ol + m@] ol-mwjoa 1. 4
S T o =T a4 o A" 74

as quais sao utilizadas para a obtencdo da taxa de deformacéo ¢ para o caso unidimensional.
Analisando-se agora o caso tridimensional, estuda-se 0 comportamento de um elemento

hexaédrico, cuja representacao é apresentada na Figura 5.5:
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Figura 5.5 — Elemento hexaédrico

Fonte: o proprio autor.

O corpo possui arestas com dimensdes x4, x, € x3. Assim, seu volume V é obtido por:
V = x1x,%3 (232)
De forma semelhante ao caso unidimensional, impfe-se a condi¢cdo de
incompressibilidade do material, ou seja:
dV = d(x1x,x3) = dx1X,%3 + x1dXx3%5 + X1 %,dx3 = 0 (233)

Dividindo-se todos os termos a Equacédo (233) pelo volume, obtém-se:

dx dx dx
1+ 2+ 3 _

PRI (234)
ou, alternativamente:
deiq +dey, +dezz =deg =0 (235)
Como
de;j = %dt = &;;dt (236)
a condicao de incompressibilidade pode ser escrita na forma:
11+ Exp +E33 =€, =0 (237)

ou seja, a incompressibilidade é assegurada quando o traco do tensor da taxa de deformacéo €
nulo.
Segundo a lei de evolucdo (apresentada mais adiante na secéo 5.1.6), tem-se que, no
caso de tracdo uniaxial na direcdo 1, &,, = €53, resultando:
€114 265, =0 (238)
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ou
€11+ 2833 =0 (239)
Isolando-se &,, € £33, obtém-se:
€y = €33 = —0,561; (240)
Analisando-se a Equagéo (240), constata-se que o termo 0,5 corresponde ao coeficiente
de Poisson, onde:
v=—Z—j=—Z’—j=o,5 (241)
Portanto, conclui-se que o coeficiente de Poisson na fase plastica deve ser igual a 0,5
para que a incompressibilidade do material seja assegurada durante a plastificacdo. Ressalta-se
também que tal valor € diferente do coeficiente de Poisson na fase elastica, o qual costuma

apresentar valores proximos de 0,3 para metais (WIERZBICKI, 2013).
5.1.4 Critério de plastificacdo de von Mises

Conforme apresentado anteriormente, a plastificacdo ocorre para o0 caso uniaxial
quando:
o = *0y (242)
No entanto, no caso tridimensional, todas as componentes de tenséo contribuem para a
plastificagdo. As expressdes que relacionam as componentes de tensdo e suas respectivas
contribuicGes na plastificacdo do material s&o denominadas critérios de plastificagdo. Um dos
critérios de plastificacdo mais conhecidos da literatura e utilizados na analise de materiais

ducteis é o critério de von Mises, o qual possui a seguinte expressao:

1
2
A partir da Equacéo (243), define-se a tenséo de von Mises &, também conhecida como

[(011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)* + 6(0f, + 0f5 + 053)] = a5 (243)

tensdo equivalente:

1
o= \/E [(011 = 022) + (022 — 033)? + (033 — 011)? + 6(0%, + 0f5 + 0%3)]  (244)

O critério de plastificacdo de von Mises pode também ser expresso em termos de uma
funcéo dependente da tenséo:
F(o;j)=6—-0,=0 (245)

sendo F denominada funcéo de plastificacéo.
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5.1.4.1 Sistema de coordenadas principais

Analisando-se a expressdo do critério de plastificacdo de von Mises no sistema de
coordenas principais, tem-se que oy, = 043 = 0,3 = 0. Assim, a Equacdo (243) pode ser
reduzida para:

(01— 02)2 + (0, —03)* + (03 — 0y)* = 203% (246)
sendo g4, 0, € o3 as tensdes principais.

A Equacdo (246) define a superficie de plastificacdo de von Mises no sistema de

coordenadas principais, cuja representacdo geometrica é apresentada na Figura 5.6:

Figura 5.6 — Representacdo geométrica do critério de plastificacdo de von Mises no sistema de
coordenadas principais

Eixo hidrostatico
(71 = 0-2 = 0-3

Superficie de
plastificacdo de
von Mises

. Plano desviador
Jl + ()-2 + 0'3 = 0

Fonte: adaptado de Johnson e Mellor (1973).

O critério de plastificacdo de von Mises representa geometricamente um cilindro aberto
de raio 20;,/3. Qualquer ponto localizado no interior do cilindro encontra-se no regime elastico,

enquanto que qualquer ponto localizado sobre a superficie se encontra em escoamento.
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Ressalta-se que, em analises simples onde a superficie de von Mises é entendida apenas como
um critério de ruptura, pontos exteriores a superficie sdo considerados ndo seguros. O eixo do
cilindro corresponde ao eixo hidrostatico, reta na qual oy, g, € g3 possuem mesma intensidade,
ou seja:
0, = 0y = 03 (247)
Como todos os pontos pertencentes ao eixo hidrostatico apresentam componentes oy,
o, € a3 com mesma intensidade e mddulo igual a tensdo média o, a reta pode ser definida pela
equacao:
01+ 0, + 03 = 30, (248)
Por sua vez, o eixo do cone é normal ao plano octaédrico, cuja equacdo é dada por:
01+0,+03=0 (249)
ou seja, como Tr(e) = 0, todos os pontos pertencentes ao plano apresentam estado de tensdo
puramente desviador, sendo por isso 0 plano também denominado plano desviador.
Dessa forma, a Figura 5.6 pode ser utilizada para representar geometricamente o estado
de tensdo de um ponto e verificar se 0 mesmo encontra-se no regime elastico ou em escoamento.

Para tal, expressa-se o estado de tensdo em funcgdo das tensdes principais. Denominando Q o
ponto com coordenadas (g7, 05, 03), 0 estado de tensdo do ponto é representado pelo vetor 00.

Por sua vez, 0Q pode ser decomposto nas componentes hidrostatica 0G e desviadora OR
contidas, respectivamente, no eixo hidrostatico e no plano desviador. Como a superficie do
cilindro é aberta, a distancia entre o ponto Q e a superficie de plastificacdo independe do valor
da componente hidrostatica, ou seja, somente a componente desviadora exerce influéncia na
plastificacdo do material.

No caso particular em que a tensao nao possui componente hidrostatica, a representacdo
geomeétrica do critério de plastificacdo reduz-se a curva gerada pela interseccdo da superficie
de plastificagcdo com o plano desviador, que no caso do critério de von Mises corresponde a um

circulo de raio 20,,/3, conforme apresentado na Figura 5.7:
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Figura 5.7 — Vista do plano octaedrico do circulo gerado a partir da interseccéo do cilindro de von
Mises com o plano desviador

)
& Circulo de

von Mises

O3

Fonte: adaptado de Dixit e Dixit (2015).

5.1.4.2 Estado plano de tenséo

Analisando-se agora o critério de plastificacdo de von Mises no estado plano de tenséo,
tem-se que 0,3 = g,3 = a33 = 0. Assim, a Equacéo (243) pode ser reduzida para:
0ty — 011023 + 05, + 30f, = 03 (250)
No cisalhamento puro, tem-se que o;; = g, = 0, resultando em o, = ay/\/§.
Portanto, neste caso mais particular, g;, € igual a uma constante, que é denominada tenséo de
escoamento no cisalhamento.
Analisando-se a Equacao (250) no sistema de coordenadas principais, tem-se que g;, =
0, resultando:
of — 010, + 05 =0} (251)
Geometricamente, a Equacdo (251) representa uma elipse, denominada elipse de von

Mises, cuja representacdo é apresentada na Figura 5.8:
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Figura 5.8 — Elipse de von Mises no sistema de coordenadas principais
A Oy

¥
S

Fonte: Wierzbicki (2013).

Na elipse de von Mises, podem ser identificados 0s seguintes pontos especiais:
a) pontos 1 e 5: tragdo uniaxial (o7 = 0, = ay);
b) pontos 7 e 11: compressdo uniaxial (o; = 0, = —0,);
c) ponto 3: tracdo biaxial (o, = 03);
d) ponto 9: compresséo biaxial (—a; = —ay);
e) pontos 2, 4, 8 e 10: estado plano de deformagéo (o, = Zay/\/§);

f) pontos 6 e 12: cisalhamento puro (o, = —a3).
5.1.4.3 Tenséo e taxa de deformagéo equivalentes

No sistema de coordenadas principais, a expressdo da tensdo de von Mises dada na
Equacdo (244) reduz-se para:

o= \/% [(o1 — 02)2 + (07 — 03)% + (03 — 01)?] (252)
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Uma vez obtido &, pode-se determinar a taxa de deformacéo equivalente £ através da
relacdo:
0¢ = 0y;é;; (253)
Desenvolvendo-se a Equacdo (253), obtém-se a expressdo da taxa de deformacéo

equivalente &:

&= \/5 [(€11 — €22)% + (€32 — €33)% + (€33 — €11)7] (254)
Por fim, a deformacdo equivalente & é obtida integrando-se a taxa de deformacéo

equivalente na forma:
&= f £dt (255)

Para verificacdo, considera-se o caso de tracdo uniaxial na direcdo 1. Como g, = 03 =
0, obtém-se da Equacdo (252) que & = a;. Ainda, como &,, = —0,5&;; € &33 = —0,5&;,
obtém-se da Equacéo (254) que £ = £,,. Por fim, através da Equac&o (255), verifica-se que & =

811.
5.1.5 Encruamento isétropo e cinematico

Um fenbmeno muito importante a ser considerado na plasticidade é o encruamento, que
é caracterizado pelo aumento de resisténcia do material com o aumento da deformacéo. Este
aumento de resisténcia ocorre devido a concentracdo de tensdes no material, que pode ser
ocasionada tanto pelo acumulo de discordancias devido a presenca de uma barreira fisica no
meio (inclusdo ou vazio) quanto por incompatibilidades na acomodacao de deformacdes dos
grdos da rede cristalina (PROENCA, 2018). Em termos gerais, 0 encruamento ¢ um fendmeno
no qual o critério de plastificacdo inicial muda com a deformag&o plastica em uma plastificacéo
subsequente (DIXIT; DIXIT, 2015), podendo ser de dois tipos: isétropo ou cinematico.

O encruamento isotropo é caracterizado pela expansao da superficie de plastificacdo em
todas as direcfes com o aumento da deformacao pléstica, ou seja, ha um aumento da superficie
de plastificacdo sem alteracdo de sua forma. Com o critério de plastificacdo de Von Mises, 0

fendmeno pode ser representado geometricamente conforme a Figura 5.9:
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Figura 5.9 — Representacdo geométrica do encruamento isétropo com o critério de plastificacdo de von
Mises

Superficie plastica
subsequente

‘, 0, Descarregamento elastico

Deformacgao plastica
(encruamento)

Tensao na
plastificagao inicial

Carregamento
elastico

" Superficie pléstica inicial

Fonte: adaptado de Kelly (2013).

O encruamento is6tropo parte da suposicéo de que o tamanho do critério de plastificacdo
instantdneo (representado pelo raio do cilindro apresentado na Figura 5.6) é funcdo da
intensidade da deformacéo plastica definida pela deformacao equivalente &, ou seja:

g = 0,(8) (256)
sendo a,,(£) a fungdo de encruamento.

Por sua vez, a funcdo de encruamento pode ser facilmente determinada através de um
ensaio de tracdo uniaxial. Em um ensaio de tracdo uniaxial na direcdo 1, obtém-se:

o =0, = 0,(&) = 0y(gy) (257)
ou seja, a funcdo de encruamento é a funcdo que gera a curva tensdo x deformacéo obtida no
ensaio de tragdo uniaxial na diregéo 1.

Em casos de carregamentos ciclicos, nos quais € necessario modelar o efeito de
Bauschinger* e outros fendmenos similares, é também importante a consideragdo do
encruamento cinematico do material. Diferentemente do encruamento isétropo, no

encruamento cinematico o tamanho da superficie de plastificacdo permanece constante,

4 Efeito de Bauschinger é um fendmeno no qual a deformac3o plastica aumenta a tensdo de escoamento na
dire¢do do fluxo plastico e diminui a tensdo de escoamento na dire¢do oposta, ou seja, a tensdo de
escoamento apresenta uma dependéncia com a trajetdria e a dire¢do do carregamento.
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havendo apenas a alteracdo das coordenadas do centro da elipse de von Mises, as quais séo
denominadas back stress. Dessa forma, a superficie de plastificacdo tem sua forma e tamanho
preservados e sofre apenas translacdo no espaco das tensdes, conforme representado na Figura
5.10:

Figura 5.10 — Representacdo geométrica do encruamento cinematico com o critério de plastificacdo de
von Mises

Descarregamento

o eldstico Deformacdo plastica
Carregamento 2 (encruamento)

elastico

Tensao na
plastificacao inicial

Superficie plastica
subsequente

Superficie
plastica inicial

Fonte: adaptado de Kelly (2013).

Uma forma geral de se considerar o encruamento na funcéo de plastificacdo F é escrevé-
la em funcao de o;; e de parametros de encruamento K;:
F(oi,K;)) =0 (258)
No caso de encruamento is6tropo puro, o formato da funcédo de plastificagdo é definida
pela funcdo de plastificacdo inicial Fo(al-j), a qual tem seu tamanho alterado em funcdo do
parametro de encruamento isotropo k. Dessa forma, a funcdo de plastificacdo é dada pela
seguinte expressao:
F(al-j,}c) = FO(O'ij) —k=0 (259)
No critério de plastificacdo de von Mises, a superficie de plastificacdo inicial ¢ dada
pela funcéo de plastificacdo apresentada na Equagéo (245), ou seja:

Fo(o;)=6—0,=0 (260)



98

Conforme demonstrado no Apéndice A, a tensdo de von Mises pode ser dada por:

5= [ateroge (261)

Assim, substituindo-se as Equacbes (260) e (261) na Equacdo (259), a funcdo de
plastificagdo assume a forma:
3 dev dev 262
F(O’ij,l{)= 505 0 —0,—k=0 (262)
Ja no caso de encruamento cinematico puro, a funcdo de plastificacdo é dada pela

expresséo:
F(aij, xi5) = Foloyy — xi5) = 0 (263)
sendo y;; o back stress.

Com o critério de plastificacdo de von Mises, a funcao de plastificacdo assume a forma:

3
F(O-ij')(ij) = \[E (O-gev _Xl_djeV)(o.ic]i.ev _ Xidjev) —0, = 0 (264)

sendo X{ije" a componente desviadora do back stress.
No caso mais geral, no qual hd encruamento tanto isétropo quanto cinematico, a funcédo
de plastificagdo assume a forma geral:
F(oij, %, xi;) = Foloy; — xij) — k=10 (265)

que, com o critério de plastificacdo de von Mises, passa a ser dada pela expressao:

3
F(oij 1 xi5) = j S (o = x5 ) o = x") =0y =k =0 (266)

5.1.6 Lei de evolucéo pléastica

Para a determinacao da deformacédo plastica, assume-se que a plastificacao respeite uma
lei de evolugdo. Considerando materiais com comportamento rigido-pléstico perfeito, a lei de

evolucdo plastica costuma ser dada em forma de taxa pela expressao:

. Og(a- )
-p'last _ Y 267
i T (267)

onde A é um fator de proporcionalidade escalar e g é o potencial plastico.
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O fator A fornece a magnitude da deformacdo plastica e possui sempre valor néo
negativo, sendo A = 0 no regime elastico e A > 0 durante a plastificacio. Ja o potencial plastico
g € uma funcdo escalar que, quando derivada em relacdo a tensdo, fornece a dire¢do da
deformacéo plastica. Em certos materiais, como metais, o potencial plastico costuma ser igual
a funcdo de plastificacdo. Neste caso, a lei de evolucgdo € dita associativa, uma vez que a lei esta
associada a um critério de plastificacdo especifico. Caso contrario, quando o potencial plastico
é diferente da funcao de plastificacdo, a lei de evolucéo é dita ndo associativa.

Quando g(aij) = constante, a fungdo g passa a definir uma superficie de potencial
plastico, conforme apresentado na Figura 5.11. Como o gradiente dg/da;; fornece a direco

do fluxo pléstico e sabendo-se que o gradiente corresponde a um vetor normal a curva de nivel
em trechos continuos, entdo e’f’jl““ é sempre normal a superficie de potencial plastico. Tal

propriedade € conhecida como principio da normalidade.

Figura 5.11 — Representacdo geométrica do potencial plastico

l E.‘g.last

Trecho plano

Trecho continuo
Superficie do
potencial plastico
g(ai j) = const.

.plast

Descontinuidade

Fonte: adaptado de Chen e Han (1988).
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Considerando uma lei de evolucéo associativa (potencial pléstico g igual a funcao de

plastificacdo F), a Equacdo (267) pode ser reescrita como:
piast i%ﬁj) (268)

Caso o potencial plastico seja igual a funcdo de plastificacdo de von Mises definida na
Equacdo (245), a superficie do potencial plastico passa a corresponder a superficie de
plastificagdo de von Mises apresentada na Figura 5.6. Dessa forma, a lei de fluxo plastico
associada ao critério de plastificacdo de von Mises pode ser representada geometricamente
conforme a Figura 5.12, onde séo apresentados cortes transversais do plano hidrostatico (Figura
5.12a) e do plano desviador (Figura 5.12b). No plano desviador, o;; € visto como sendo o raio

do cilindro, cujo valor corresponde a componente desviadora da tensdo s;;. Em ambos os cortes,

é possivel notar que éfjla“ é sempre normal & superficie do cilindro.

Figura 5.12 — Representacdo geométrica da lei de fluxo pléastico associada ao critério de plastificacdo

de von Mises
Toct J1
A :plast  Superficie de A
& i F(aij) = const.
plastificacao de plast
von Mises ij
O'l'j
Sij
=> Opct /
p) O3
(a) Plano hidrostatico (b) Plano desviador

Fonte: o proprio autor.

5.2  Modelo elastoplastico alternativo para grandes deformacdes

Neste item, é apresentada uma formulacéo elastopléstica alternativa para a simulagao de
materiais isotropicos com encruamento isétropo e/ou cinematico proposta por Coda (2021,

2022), a qual foi empregada no presente trabalho. Destaca-se que 0s conceitos estabelecidos
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nos itens anteriores sobre plasticidade em pequenas deformac0es sdo adaptados para a incluséo
de grandes deformac6es a partir da decomposicao de Flory e de parte da formulacéo elastica de
grandes deformacdes apresentada anteriormente. As parcelas isocoricas da deformagéo
estabelecidas nas Equacdes (196) e (197) sdo utilizadas para a defini¢do das “dire¢des” do fluxo
plastico (ou evolucdo pléstica), permitindo que a plasticidade seja modelada de forma mais
simples que a decomposicdo multiplicativa de Kroner-Lee. A formulagdo parte de trés
suposicoes:

a) as mudancas volumeétricas sdo exclusivamente elasticas;

b) o tensor de deformagéo pléstica é sempre desviador;

c) a decomposicdo multiplicativa do gradiente da fungdo mudanca de configuragédo em

parcelas volumétrica e isocoricas garante evolucGes independentes das tensbes

hidrostatica e desviadoras quando ocorre fluxo plastico.

Mais detalhes da formulacdo sdo apresentados a seguir, sendo a descricdo do modelo
feita com base no artigo de Coda (2021, 2022).

5.2.1 Limite eléstico
Partindo-se do critério de plastificacdo de von Mises e realizando-se algumas operacdes

algébricas (as quais sdo desenvolvidas no Apéndice A), tem-se que 0 comportamento elastico

de um material ddctil e isotrépico é regido pela seguinte expressao:

1 o2
], = Eo.dev : gldev < ?y (269)

onde J, € 0 2° invariante da componente desviadora da tenséo e o,, € a tensdo de escoamento

normal. Veja, por exemplo, as expressdes apresentadas nas Equacdes (260) e (261), onde a
superficie de plastificacdo (na forma de critério de resisténcia, isto é, igualdade) foi apresentada.
Trabalhando-se com a tensdo de escoamento cisalhante, que é dada pela relagao:

oy = 2T (270)

a Equacdo (269) pode ser reescrita como:

(271)
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Conforme demonstrado anteriormente, as tensdes desviadoras no regime elastico sdo
dadas de forma lagrangeana pelas componentes S$¥°¢1 e §¥°¢2  as quais sdo obtidas,
respectivamente, pelas Equacdes (193) e (194). Como existem duas direcdes isocoricas a serem
analisadas, o critério de plastificacdo de von Mises deve ser dividido de forma a considerar cada

uma das componentes de tensdo isocoricas lagrangeanas. Disto, resultam duas condicGes:

‘
3 . . _
\]E gisocl , gisocl _ T, < 0

(272)
3 cisocs . cisocz =
— §isoc2 ; gisoc2 _ §, <
\

2

Assumindo-se que
T,.=T,=T (273)
as condicdes anteriores podem ser reescritas como:

;Sisocl . Sisocl _ ,L:Z <0

;Sisocz . Sisocz _ 1—.2 <0

(274)

Substituindo-se na Equacdo (274) as expressdes das tensdes isocéricas dadas nas
Equacbes (193) e (194), os critérios de plastificacdo passam a ser funcdo das componentes
isocoricas de deformacéo:

2
(33% @isocl . @isocl _ ,L:Z <0
{302 ocz . isocs =2 (275)
k§ GLSOC . GLSOC -7 < 0
que, de forma condensada, podem ser escritas como:
3G?

g@iﬁ‘:—fz<0 (276)

onde € representa ambas as diregdes isocdricas Eo¢t g €isoc?,
As superficies de plastificacdo iniciais sdo definidas impondo-se a igualdade nas
Equacdes (275) ou (276). Neste ponto, destaca-se que na presente formulacdo existem duas

superficies de plastificacdo e ndo somente uma como na formulagéo classica.
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5.2.2 Definicdes

De forma a deixar claro os aspectos operacionais da formulacéo, a notacdo em taxas de
deformacéo utilizada na descricdo do modelo de plasticidade em pequenas deformacbes é

alterada aqui para uma notagcdo em evolugéo (ou variagéo).
5.2.2.1 Evolugéo plastica

Para a consideracao de fluxo pléstico prévio e a possibilidade de evolucdo plastica, sdo
definidas algumas variaveis da formulag&o cléssica adaptadas para a formulacdo implementada.
Primeiramente, define-se a evolugdo da deformagéo plastica (AEGP'*st), que é dada pela
expresséo:

€

AGPISt = A2
VE: € 277)

onde AA é a variacdo do multiplicador pléstico e €/+/€ : € representa a direcdo isocorica
unitaria de AEPast,
A partir da Equacdo (277) e das expressdes das tensdes isocoricas dadas nas Equacgdes
(193) e (194), define-se a variagdo da tensio pléstica (ASP!%t), que ¢é dada pela expressio:
(G
NG (278)

Como no regime de grandes deformacdes um valor anterior de ASP!4St pode n&o ser

ASPIast = %A/l

mais isocorico no tempo presente (possui apenas validade local), ASP!4t ndo pode ser utilizado
para 0 acimulo da tensdo plastica na forma SPiast = gplast 4 pA§plast por jsso, realiza-se 0

calculo da tenséo plastica (SP!%t) através da expressio:

Splast — 2/1{ €
4" JE € (279)
A evoluco plastica é imposta na deformacéo plastica escalar A, que é dada por:
2= ()" +¢aa (280)

onde o sobrescrito ac indica variavel acumulada e ¢ é o sinal da evolucéo plastica.
Como a tensdo plastica é proporcional as diregdes isocoricas, entdo a 22 e 32 hipoteses
da formulagéo séo atendidas. Ressalta-se também que, diferentemente de outras formulacdes

classicas, a direcdo do fluxo pléstico ndo depende de uma superficie de plastificacdo, mas sim
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das diregdes isocoricas. Por sua vez, a deformacdo eléstica é regida na fase pléstica pela parcela
volumétrica do modelo de Hartmann-Neff e, portanto, evita-se naturalmente a auto-intersec¢do
do material, uma vez que a condicdo J > 0 é assegurada com a utilizacdo do modelo

hiperelastico.
5.2.2.2 Encruamento cinematico

Na formulacgdo, o encruamento cinemético (H¢) é considerado constante nas iterac0es
da solugdo numérica e depende de cada nivel de carregamento, ou seja, é dependente de AS.
Para uso em expressdes futuras, define-se 8, dado como a razdo entre o encruamento cinematico

e 0 médulo de elasticidade transversal:

He(As
B = E,.) (281)

Define-se também a varidvel interna do encruamento cinematico q, que é dada por:
q = q% + B(26)¢an (282)

onde o sinal da evolucdo plastica é calculado da seguinte forma:

¢ = Sign(V€: € - 2° - q) (283)
Com g, pode-se obter o back stress () através da expressao:
G (G

5.2.2.3 Encruamento isotropo

O encruamento isétropo (H') é também considerado constante nas iteracdes da solucio
numérica e depende do multiplicador plastico acumulado. Para uso em expressdes futuras,
define-se n, dado como a razdo entre o encruamento isétropo e o mddulo de elasticidade
transversal:

H'(A)
G

n) = (285)

Define-se também a varidvel interna do encruamento isotropo «, que ¢é dada por:
K=Kk + (DA (286)

onde o multiplicador plastico A é acumulado na forma:
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A=2%+ A (287)

5.2.3 Funcao objetiva

Para a inclusdo de ambos 0s encruamentos isotropo e cinematico na fungdo de
plastificacdo, primeiramente se define a tensdo § utilizada na funcéo objetiva:

S = Sisoc _ Splast - X (288)

onde §°¢ representa ambas as tensdes isocoricas $5°¢t g §50¢2,
Substituindo-se na Equacdo (288) as expressdes de §isoct, gisocz gplast o y dadas,
respectivamente, nas Equacgoes (193), (194), (279) e (284), obtém-se:

S_GG5 Gﬂ (G G € _G<1 A q )@
"1 e 4Vge 4\ V&€ Ve € (289)
da qual se pode calcular:
s-s—Gz<1 X 1 >2@-€ 290
16\ JE: € VE:€) (290)
Por sua vez, a tensdo elastoplastica (§¢P) é dada pela expressao:
. G ¢

ep — ¢isoc _ ¢plast _ _ 17

ser=§ ) 7 (1-29) NG (291)

onde S°P representa as parcelas elastoplasticas desviadoras, as quais, somadas a tensdo elastica

volumétrica, resultam na tensdo total a ser aplicada na solugdo do problema mecéanico.
Incluindo na Equagdo (276) os encruamentos cinematico e isotropo atraves,

respectivamente, das variaveis internas q e k, a funcdo objetiva passa a apresentar a seguinte

forma:
2

¢ 3GZ<1 2 q )205 ¢ 36 -\ _, -
=—=|1- — C—| |=—Kk+T
32\ JVE:€ VE: € 24 (292)

onde o regime € elastico quando f < 0. Quando uma tentativa eléstica resultaem f > 0, deve-

se proceder com a fase de correcdo, de forma que a igualdade f = 0 seja respeitada e se permita

a ocorréncia da evolucéo plastica.
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5.2.4 Calculo da deformacéo pléastica

Analisando-se a Equacdo (292), observa-se que a plastificagdo ocorre quando uma

funcdo objetiva tentativa viola o critério de plastificacdo, ou seja:
2

2
G : G — \/g%;c“c +7
(293)

onde o sobrescrito tr indica tentativa elastica sem evolucgéo plastica.

w367 ()7 q°
I= 32 _\/@tr : Gt _\/@tr Gt

>0

Caso a fungéo objetiva tentativa seja maior ou igual a zero, permite-se a ocorréncia de

evolucdo plastica impondo-se a igualdade na Equacéo (293), resultando:
2

3G2 2% + gac AL
1_[( ) q _(1+’B)€ @tr:@tr
32 G N
5 (294)

3G _
= j;Z(K“C +nAA) + T

Como os encruamentos isotropo e cinematico sdo considerados constantes durante as
iteracdes, basta-se obter AA através da resolucdo da equacédo de 2° grau apresentada na Equacao

(294) pela formula de Bhaskara, cujas raizes sdo dadas por:

( JETTET — [(1)% + qac] — xac — \/%G
24
A, =
. {L+pB)+n ] (25)
VEIT @t — [(Az)ac + qac] + K% + ﬁ
24
A, =
42 A+ B 7

das quais é adotada a raiz com o menor valor positivo.

As equacdes deduzidas até aqui sdo aplicadas conforme o pseudocddigo apresentado na
Figura 5.13. O algoritmo é ativado caso o ponto de integracao esteja sob plastificacdo no regime
de grandes deformacdes, sendo utilizado ap6s o calculo da parcela elastica da tensao de Piola-

Kirchhoff de segunda espécie, cujo pseudocddigo é apresentado na Figura 4.1.
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Figura 5.13 — Pseudocodigo do algoritmo de plasticidade sob grandes deformagdes
1 Calculo de f" [raiz quadrada da Equacdo (293)]

2 Seft">0

3 Determinagao de ¢ [Equagao (283)]

4 Calculo de  [Equagdo (285)]

5 Calculo de 8 [Equacdo (281)]
6

7

8

9

Calculo das raizes AA; e A4, [Equagdo (295)]

Atribuicao da menor raiz a A4 (AA = A1, ou AA = AA,)
Incremento de A¢ [Equac&o (280)]

Incremento de g [Equagdo (282)]

10 Célculo de SP!9st [Equacdo (279)]

11 Incremento de k [Equacdo (286)]

12 Incremento de A [Equacdo (287)]

13 Calculo de y [Equagdo (284)]

14 Senao

15 Variagao do multiplicador plastico nula (A1 = 0)

16  Fim condicao
Fonte: o proprio autor.

5.2.5 Tensor constitutivo elastopléstico isocorico tangente

Para a obtencdo da parcela elastoplastica isocdrica do tensor constitutivo tangente,
escreve-se a tensdo elastoplastica $€? em um instante, onde (sem se utilizar o conceito de
evolucgdo) se aplica a variacio da tensdo plastica ASPLest:

§er = Sisoc _ (Splast)ac _ Asplast (296)

Sabendo-se que (SPl#st)ac ¢ constante e utilizando-se as expressdes de §5°¢1, §is0c2 g
ASP'ast dadas, respectivamente, nas Equacdes (193), (194) e (278), tem-se que a variagdo da

tensdo elastoplastica (65¢P) pode ser dada por:

55ep — aSisoc . 5E dASPlast . SE = GOE SE G AL o€ SE
- O0E OE 40E 47" 9E
: . (297)

Dessa forma, o tensor constitutivo elastoplastico tangente isocérico (€°P:%5°¢) é obtido

através da expressdo:

-
gepisoc — isoc _ plast — & (1—A2) _oT (298)
4 0E ®Q JE
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onde o termo 9%]/0E ® OE é obtido através das Equacdes (217) e (218), €¥°¢ é a parcela
isocdrica do tensor constitutivo eléstico tangente obtida através das Equacgdes (174) e (175) e
gPlast é o tensor constitutivo plastico tangente.
Dessa forma, o tensor constitutivo plastico tangente é dado pela expresséo:
921

G
plast _ S
¢ 2 IER oE (299)

o qual € calculado apds a obtengdo de €¢4st no pseudocddigo da Figura 4.2.
Assim, caso 0 ponto de integracao esteja sob plastificacdo, o tensor constitutivo tangente
total (€t°tal) é obtido subtraindo-se a componente plastica (EP!45%) do tensor constitutivo

elastico tangente (€¢145¢), ou seja:

gtotal — gelast _ gplast (300)

que é incluido no processo de solucdo através de sua utilizacdo na Equacdo (132) para o calculo

da matriz hessiana.

5.2.6 Modelo auxiliar de pequenas deformacodes

Em carregamentos ciclicos, quando SP25¢ possui valor ndo nulo e V& : € é pequeno, a
Equacdo (279) torna-se mal-condicionada e passa a ndo conseguir mais representar a tenséo
plastica. Dessa forma, passa a ser necessaria a utilizacdo de uma outra abordagem no regime de
pequenas deformagdes com SP!4t ndo nulo.

Da mesma forma que no modelo de grandes deformacdes, a tensdo a ser utilizada na
funcdo objetiva é a mesma dada na Equacéo (288). Como as tensdes elastica isocdrica e plastica
acumulada sdo previamente obtidas no modelo de grandes deformagdes, ambas as tensdes sdo

isocdricas e podem ser utilizadas na obtencdo da direcéo plastica (v) através da expressao:

Sisoc _ Splast Sisoc _ Splast

\/(Sisoc — Splast) . (Sisoc — Splast) - ||Sisoc — Splast|| (301)

Uma vez obtida a direcdo plastica, podem ser calculadas a varia¢do (ou, neste caso,
evolucdo) da tensdo plastica (ASP!eY) e a variagdo do back stress (Ay) através,

respectivamente, das expressdes:

asviast = 8
7 M (302)
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G
Ax=p ZA/lv (303)

Com isso, a funcdo objetiva assume a forma:

2
3G ... -
- EZK +7)] <0 (304)

Quando uma funcao objetiva tentativa viola o critério de plastificacdo (f¢" > 0), impde-

3
E(str . Str)

se a igualdade a Equacéo (304), obtendo-se:

3
E [(Selast _ Splast —x— VAL — IBUAA*)

. (Selast _ Splast —x— VAL — ,BUAA*)]

(305)
2
(&2 a + T+ 3 AL*
22 T RT
onde
. G
A =ZM (306)

Ap0s algumas manipulacdes algébricas, a Equacdo (305) pode ser escrita como:

3 3 3 . G |3 3
f”+[§w2—5712] (A2*)? =2 Ew(S‘SOC 1v) + 7 /Ekac+‘l_' /En AX*
(307)

=0
onde
w=1+p (308)

Como os encruamentos isotropo e cinematico sdo considerados constantes durante as
iteracdes, basta resolver a equacao de 2° grau apresentada na Equacéo (307) pela formula de

Bhaskara, sendo as raizes dadas por:

_ —b+./bZ—4daftr

AN = - (309)

ou, alternativamente:

—b +/b%? —4af' 4
2a G

AL =

(310)
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onde os coeficientes a e b sdo obtidos pelas expressoes:

3
a =@ =] (311)

b=-2 §zU(SiS"C'v)+ §K3ac+f E
5 : 5 277 (312)

Por fim, as variaveis plasticas sdo atualizadas por meio das seguintes expressoes de

evolucéo:
K = k% +nAld
A=2%4+ A
X=x+0x (313)

Splast — Splast + Asplast

Dessa forma, caso o ponto de integracdo esteja sob plastificacdo no regime de pequenas
deformac0es, ativa-se o algoritmo apresentado no pseudocddigo da Figura 5.14. O algoritmo €
acionado ap0s o célculo da parcela eléstica da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie
obtida no pseudocddigo da Figura 4.1. Ressalta-se que as equacBes para o calculo de A¢ e g

utilizadas para a transicéo entre 0s modelos séo apresentadas no item a seguir.

Figura 5.14 — Pseudoc6digo do algoritmo de plasticidade sob pequenas deformacfes
Zera-se AA (A1 = 0)
Calculo de f" [Equacdo (304)]
Se fi" >0
Calculo de  [Equagdo (285)]
Calculo de f8 [Equagdo (281)]
Célculo de v [Equacdo (301)]
Calculo das raizes A4, e A, [Equagdo (310)]
Atribuicdo da menor raiz positiva a AA (A1 = AA; ou AL = AA,)
Incremento de k [Equacdo (313)]
Incremento de A [Equacdo (313)]
Incremento de y [Equagdes (303) e (313)]
Incremento de SP!4St [Equacdes (302) e (313)]
Célculo de A° [Equacio (316)]
Calculo de g [Equagdo (317)]
15  Fim condicao

O 00 N O U1 B W N B

L ol e
A W N P O

Fonte: o proprio autor.
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5.2.7 Transigéo entre modelos

Os modelos de pequenas e grandes deformacdes, apesar de em teoria serem 0S mesmos,
apresentam algumas diferencas. Enquanto que no modelo de grandes deformacdes séo
armazenadas as variaveis A° e g, no modelo de pequenas deformacdes SP!4t e y sdo as
variaveis a serem armazenadas. Além disso, embora SP'5t e y sejam conhecidos no modelo de
grandes deformac0es através, respectivamente, das Equacdes (279) e (284), no modelo de
pequenas deformagdes os tensores devem ser multiplicados por € para o célculo das variaveis

escalares de interesse, ou seja:

G, €E:€C
€ 5Pt = 2 X (314)
G G:€

Isolando-se A e q nas equacdes anteriores, obtém-se as expressdes:

, 4Splast:(€
Yo e (316)
4 x:€

as quais possibilitam a transi¢do dos modelos.

Apbs o célculo de SPLest (seja pelo algoritmo de grandes ou de pequenas deformagdes),

a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie total (St°**!) é obtida através da expressao:

gtotal — gelast __ gplast (318)
sendo a plasticidade incluida no processo de solucdo através da utilizacio de $¢°%! na Equagdo
(118).

Assim, a analise é sempre iniciada com o modelo de grandes deformac6es, tendo em
vista que SP'%t = 0 no inicio do processo. No caso de carregamento ciclico, a transi¢éo entre
o modelo de grandes para pequenas deformacdes ocorre quando V€& : € < tol, enquanto que
do modelo de pequenas para grandes deformagdes a transicio acontece quando V& : € > tol,

sendo tol um valor pequeno calibrado em um ensaio numérico de tracdo simples.



112

6 VISCOSIDADE

Nas teorias classicas de plasticidade, a dependéncia temporal ndo é considerada, sendo

as equacdes apresentadas em forma de taxas ou evolugdo, de modo que o tempo ndo afeta a
resposta do material no espaco tensdo-deformacdo. No entanto, existem materiais (sélidos) que
apresentam uma resposta dependente do tempo, ou seja, comportamento viscoso, podendo este
ocorrer antes e/ou apos o patamar de escoamento. Dessa forma, dependendo do regime onde
ocorre a resposta viscosa, os solidos podem apresentar quatro tipos de comportamentos
principais (NEGAHBAN, 2012):

a) elastopléastico;

b) viscoelasto-plastico;

c) elasto-viscoplastico;

d) viscoelastico-viscoplastico.

As teorias apresentadas até agora neste trabalho foram construidas do ponto de vista da
Mecanica dos Solidos. Entretanto, conforme comentado no item 2.3, as equacdes de equilibrio
em tensdes sdo equivalentes para problemas de solidos e fluidos. A diferenca béasica dos
modelos adiabaticos (sem troca térmica) reside na lei constitutiva adotada. Para solidos, a
elasticidade e a plasticidade séo independentes do tempo, enquanto que a viscosidade apresenta
dependéncia temporal. Para fluidos, desde que a cinematica das deformacdes esteja
corretamente definida, pode-se adotar em uma representacao lagrangeana um comportamento
elastico volumétrico. No entanto, o comportamento cisalhante é necessariamente Vviscoso
(dependente do tempo), resultando nas defini¢des de fluidos newtonianos (relagdo linear) e ndo
newtonianos (relacdo nao linear). Seguindo esta linha de raciocinio, neste capitulo é apresentada
uma descricdo alternativa lagrangeana total de viscosidade aplicada a solidos desenvolvendo
grandes deformacdes, sendo, no final, estabelecidas as condi¢bes constitutivas onde a

modelagem de fluido (viscoso e compressivel) é definida.
6.1  Modelos viscosos para pequenas deformacgoes
Embora o modelo alternativo viscoso proposto seja voltado para a resolucdo de

problemas com o desenvolvimento de grandes deformagdes, a formulagéo parte de conceitos

de modelos viscosos classicos. Por isso, neste item € feita uma breve descricdo de modelos
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viscoelasticos, viscoplasticos e viscoelasticos-viscoplasticos conhecidos da literatura

empregados na resolucdo de problemas no regime de pequenas deformacdes.

6.1.1 Modelos viscoelasticos

No regime de pequenas deformacBes, o comportamento de solidos perfeitamente
elasticos € descrito pela teoria da elasticidade, a qual dispde que a tensdo € diretamente
proporcional a deformacéo e independente da taxa de deformacéo, conforme descrito pela Lei
de Hooke. J& o comportamento de fluidos viscosos é descrito pela teoria classica da
hidrodindmica, onde se supde que a tensdo de cisalhamento é diretamente proporcional a taxa
de deformacdo e independente da deformacdo, conforme postulado pela Lei de Newton da
Viscosidade. Embora estas duas idealizacdes sejam capazes de descrever uma vasta gama de
materiais, alguns solidos apresentam comportamento intermediario entre os dois modelos. Tais
materiais apresentam um comportamento viscoelastico, ou seja, respondem de forma tanto
elastica quanto viscosa quando submetidos a deformacéo (TIBBITT, 2019). Entre os materiais
que apresentam tal comportamento, podem ser citados alimentos, polimeros sintéticos, madeira,
solo, tecidos biolégicos e metais submetidos a elevadas temperaturas (BANKS; HU; KENZ,
2011).

No regime de pequenas deformacgbes, o comportamento viscoelastico costuma ser
descrito por modelos viscoelasticos lineares, nos quais a tensdo é diretamente proporcional a
histria de deformacéo® (BANKS; HU; KENZ, 2011). Nestes modelos, as relagdes constitutivas
costumam ser representadas por meio de analogos mecanicos, sistemas semelhantes a circuitos
elétricos. Esta representacdo é adotada pelo fato de a dependéncia temporal da resposta
viscoelastica ser andloga a de circuitos elétricos reativos, uma vez que ambos o0s
comportamentos sdo descritos pelas mesmas equacdes diferenciais ordinarias no tempo. Por
este motivo, torna-se conveniente a descricdo do movimento molecular de materiais por
modelos do tipo mola-amortecedor (ROYLANCE, 2001), nos quais 0 comportamento
viscoelastico € descrito pela combinacdo linear de molas hookeanas (Figura 6.1a) com

amortecedores newtonianos (Figura 6.1b).

5 E importante ressaltar que a relacdo linear entre a tens3o e a histéria de deformag&o n3o se refere ao
formato de nenhuma curva de resposta do material.
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Figura 6.1 — Representacdo esquematica de (a) mola hookeana e (b) amortecedor newtoniano

O— NN/ 0 O =l O

(a) Mola hookeana (b) Amortecedor newtoniano

Fonte: o proprio autor.

A mola hookeana (mola puramente elastica) representa a componente elastica e modela
a deformacdo instantanea sofrida pelo material e a quantidade de energia mecanica armazenada

na forma de energia de deformacdo. Seu comportamento é descrito pela Lei de Hooke:
o=EFEe (319)
J4& o0 amortecedor newtoniano (amortecedor puramente Viscoso) representa a
componente viscosa e modela o comportamento dependente do tempo, no qual a tenséo gera,

ao invés de uma deformacdo, uma taxa de deformacdo. Tal relacdo ocorre em fluidos

newtonianos e é descrita pela Lei de Newton da Viscosidade:
o =né (320)
sendo n a viscosidade do material.
A partir dos dois elementos apresentados anteriormente, podem ser construidos diversos

modelos viscoelasticos. Os dois mais simples sdo 0s modelos de Maxwell e o de Kelvin-Voigt,

0S quais séo apresentados na Figura 6.2:
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Figura 6.2 — Modelos viscoelasticos de (a) Maxwell e (b) Kelvin-Voigt

—AANAN—

1 —"\N"NVA—""0 0O— —O

T 1
i -

(a) Modelo de Maxwell (b) Modelo de Kelvin-Voigt

Fonte: o préprio autor.

O modelo de Maxwell consiste em um sistema composto por uma mola hookeana
conectada em série com um amortecedor newtoniano. No regime de pequenas deformacdes, 0s
elementos sdo sujeitos a mesma tensao e a deformacdo total é dada pela soma das contribuicdes
elastica e viscosa. O modelo considera que a tensdo reduz exponencialmente com o tempo para
uma deformacdo constante imposta, 0 que o torna apropriado para a analise de diversos
materiais, especialmente polimeros. No entanto, o modelo possui como limitacdo a
incapacidade de reproduzir com precisdo o efeito da fluéncia. De maneira oposta, 0 modelo de
Kelvin-Voigt consiste em um sistema composto por uma mola hookeana conectada em paralelo
com um amortecedor newtoniano. No sistema, 0s elementos sdo sujeitos a mesma deformacao
e a tensdo total é dada pela soma das componentes elastica e viscosa. O modelo costuma ser
bastante empregado no estudo do comportamento viscoelastico de solos e tem como vantagem
a capacidade de reproduzir com preciséo a fluéncia em diversos materiais. No entanto, o modelo
tem como desvantagem ser pouco preciso na descricdo da relaxacdo de tensdo em muitos
materiais viscoelasticos (BANKS; HU; KENZ, 2011).

Outro modelo muito conhecido na literatura € o modelo solido linear padrdo, também
conhecido como modelo de trés elementos ou modelo de Zener. O modelo apresenta duas
representacdes, a de Maxwell (Figura 6.3a) e a da Kelvin-Voigt (Figura 6.3b). Na primeira, o
sistema é composto por uma mola conectada em paralelo com o modelo de Maxwell, enquanto
que na segunda o sistema consiste em uma mola conectada em série com o0 modelo de Kelvin-
Voigt.
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Figura 6.3 — Modelo solido linear padrdo com representacéo de (a) Maxwell e (b) Kelvin-Voigt

AVAVAWV NN\ —
O— O O — N\ "\N—O0
—I +—\ "N\ =l
(a) Representacao de Maxwell (b) Representacao de Kelvin-Voigt

Fonte: o proprio autor.

De forma analoga, outros modelos podem ser utilizados para a representacdo de
materiais com comportamentos mais complexos através do emprego de sistemas com um maior

numero de elementos e arranjos mais elaborados.

6.1.2 Modelos viscoplasticos

Em alguns materiais, observa-se que, apés a plastificacdo inicial, a tensdo necessaria
para uma plastificacdo subsequente aumenta com a taxa de deformacdo devido a resisténcia
viscosa do material a uma nova plastificagcdo. Tal fenémeno € denominado viscoplasticidade
(DIXIT; DIXIT, 2015). De forma semelhante a plasticidade classica, existe uma superficie de
plastificacdo e, caso o estado de tensdo situe-se no interior da superficie, ha o desenvolvimento
de deformac6es independentes do tempo (DE BORST et al., 2012).

O modelo reoldgico mais simples para a representacdo do comportamento de materiais
viscoplasticos € o modelo viscoplastico de Maxwell, cujo analogo mecénico € apresentado na

Figura 6.4:
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Figura 6.4 — Modelo viscoplastico de Maxwell

_/%,_

Elastico Viscoplastico

Fonte: o proprio autor.

O sistema possui duas componentes, uma elastica e outra viscoplastica, as quais sao
conectadas em serie. A componente elastica consiste em uma mola hookeana, enquanto que a
componente viscoplastica é descrita pelo arranjo composto por um amortecedor newtoniano
conectado em paralelo com um elemento deslizante com atrito de Coulomb. O elemento
deslizante funciona como um limitador de tensdo, sendo responsavel por evitar que a tensao
apresente valores superiores a tensdo de escoamento e impedir que o elemento viscoplastico se
deforme até que a tensdo de escoamento seja atingida (SCHWER, 1994).

Este e outros modelos viscoplasticos podem ser associados, por exemplo, com as
formulacdes de taxa de deformacdo viscoplastica de Perzyna ou Duvaut-Lions, considerados
modelos viscoplasticos classicos da literatura. No modelo de Perzyna, o critério de plastificacao
é relaxado e a taxa de deformacdo total € decomposta em uma taxa de deformacdo elastica
(instanténea) e uma taxa de deformacgdo viscoplastica. Este € o modelo mais amplamente
difundido e serve de base para a maioria das implementacdes numéricas viscoplasticas. Ja no
modelo de Duvaut-Lions, a taxa de deformacao viscoplastica € dada como funcéo do tempo de
relaxac@o. Apesar de ser menos utilizado, 0 modelo possui maior facilidade de implementacéo
que 0 modelo de Perzyna (SCHWER, 1994).
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6.1.3 Modelos viscoelastico-viscoplasticos

Conforme apresentado no inicio do capitulo, 0 modelo viscoplastico de Maxwell
apresentado na Figura 6.4 pode ser classificado como um modelo elasto-viscoplastico
(NEGAHBAN, 2012). A partir deste modelo, pode ser construido por associacdo de trechos o
viscoelastico-viscoplastico de Kelvin-Voigt, cujo analogo mecénico é apresentado na Figura
6.5:

Figura 6.5 — Modelo viscoelastico-viscoplastico de Kelvin-Voigt

n

a1
-4

gplast eelast

Fonte: o proprio autor.

O modelo possui comportamento viscoso tanto para deformac6es elasticas quanto para
deformacfes plasticas, o qual é representado pela conexdo em paralelo do amortecedor

newtoniano com o restante do sistema. Sua adaptacdo para grandes deformacdes é objeto do
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préximo item. Observa-se que sua utilizacdo para fluidos se faz nas componentes isocoricas
eliminando-se da representacdo da Figura 6.5 os elementos referentes a E (considerado como
modulo de elasticidade transversal), H (encruamento) e g, (limite de plastificacdo). No caso de

pastas cimenticias, a, € mantido.
6.2  Modelo viscoelastico adaptado para grandes deformacoes

A sequir, é apresentada uma adaptacdo do modelo viscoelastico linear de Kelvin-Voigt
(Figura 6.2b) para grandes deformac6es. Esta adaptacdo é baseada na decomposicéao de Flory,
a qual ja foi utilizada anteriormente para a descri¢cdo de materiais hiperelasticos no item 4.3 e
de materiais elastoplasticos no item 5.2. A composi¢cdo deste com o modelo elastoplastico
alternativo para grandes deformacdes constitui a base da formulagéo viscoelastica-viscoplastica
implementada no programa, a qual pode ser utilizada na modelagem tanto de sélidos quanto de
fluidos (newtonianos e ndo newtonianos). Mais detalhes da formulagéo e suas aplicagdes podem
ser encontrados em Kishino et al. (2021).

A formulacdo parte da substituicdo do conceito de energia especifica de deformacao
pelo de energia livre de Helmholtz, o qual pode ser expresso como a soma de uma parcela
elastica (W,qs:) € oOutra viscosa (¥,s.). Por sua vez, cada uma das parcelas pode ser
decomposta através da decomposicao de Flory em uma componente dependente da variacdo de
volume e outras duas isocoricas, conforme apresentado na Equacdo (168). Dessa forma, a
energia livre de Helmholtz pode ser dada na forma:

W = Wopaer + Poise = (2o, + WEISH + WEIE) + (Wil + Wioe + wioe?)  (321)

Derivando-se a energia livre em relacdo a deformacdo de Green, obtém-se a tenséo de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie:

_ov (a Vel | OWEast | 6‘?535?) <a Vige , OV OV
" 9E oE OE OE oE OE JE

) (322)

Para que a tensdo viscosa representada pelo segundo termo em parénteses da Equacéo
(322) seja incorporada na estratégia de solugdo, uma primeira ideia é seguir o modelo
constitutivo viscoelastico de Kelvin-Voigt (Figura 6.2b), no qual a tensdo assumiria a seguinte
forma:

. K . G .. G ..
visc — vol 4 — q@zisocl 4 _ @zisoc2 323
) 7 €+ €+ € (323)

onde SY¢ é a parcela viscosa da tensio de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, K é a

viscosidade volumétrica e G é a viscosidade cisalhante isocorica.
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No entanto, como as derivadas em relacdo ao tempo das direcGes volumétrica e
isocoricas ndo necessariamente preservam as dire¢fes originais, a expressao anterior serve
apenas como uma inspiracdo para 0s passos seguintes. Assim, com base na Equacdo (323),
calcula-se a variacéo do trabalho virtual viscoso:

Kadj“® G;dI’

I l
6w_4dt6] 4dt61
] G, oI, G al (324)
a-1j 1S 2y, S ):
< o) Sp+ 51l e TR CUA aE).(SIE

sendo a e y; parametros viscosos adimensionais. Para @ = 1 e y; = y, = 1/2, reproduz-se o
comportamento de fluidos newtonianos pelo aqui chamado modelo visco-hiperelastico de
Kelvin-Voigt, podendo outros comportamentos viscosos serem reproduzidos variando-se 0s
valores dos parametros.

A partir da Equacdo (324) e do conceito de conjugado energético, tem-se que a parcela

viscosa da tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie pode ser obtida por:

gvisc — ga]a—ljevol + %)fll_lll_lfl@imd + %yzl‘%/z—ll—'zeisocz (325)
Para que a formulacdo seja capaz de resolver problemas tanto de fluidos quanto de
solidos, as taxas dos invariantes de deformacé&o sdo aproximadas por meio de diferencas finitas

de 12 ordem . Assim, V'€ ¢ obtida pela expresso:

svisc — Ea ;z+_11 (]S+1 _]s> @vol 4 G_)/ I—,/l <(11)s+1 t_ (h)s) Eisocl

4 At 4 "H(s+1) A
; () (1) (526)
G 12 s+1 — 12 s i
+ ZV f’z%s+1) ( v isoc2

onde o indice s + 1 indica os termos atuais e o indice s indica os termos referentes ao passo
anterior.

Operacionalmente, a tensdo viscosa deve ser somada a tensao elastica e a tenséo plastica
(caso exista) no processo de solugdo da Equacdo (118) caso o modelo viscoelastico-
viscoplastico seja considerado. Isto é escrito de forma direta fazendo-se com que a tensdo total
da Equacdo (118), a qual esta expressa simplesmente por S$t°t* = 9y /9E, seja dada por:

stotal — gvol | gep 4 gvisc (327)

onde Stotal ¢ 3 tensdo total, SYP., é a tensdo elastica volumétrica obtida através da Equacio

elast

(192) e S$°P ¢ a tensdo elastoplastica obtida através da Equacdo (291).

6 Normalmente, esta aproximac3o é feita por integragdo regressiva de Euler na Mecénica dos Sélidos.
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Alternativamente, a Equacéo (327) pode ser escrita como:
gtotal — gelast __ gplast + Svisc (328)
onde §¢95¢ é a tensdo elastica calculada na Equagéo (171) e SP'St ¢ a tens&o plastica obtida no
modelo elastoplastico.
Diferenciando-se a Equacéo (326) em relacéo a deformacéo de Green atual, obtém-se a

parcela viscosa do tensor constitutivo tangente atual (€V*¢):

Q:visc — asvisc K 2]a 1gvol R @vol 4 a]a 62]
OE  4At JE @ JE
G | | 07T
+ 4_A1t <y1 Y11 gisoct ® @isocl 4 )/11‘1/1 P ®16E> (329)

G_Z 27V2—1lgisoc2 isoc2 V2 a 1_2
+4At< L e R U X

Substituindo-se na Equacao (329) as expressoes das dire¢des volumétrica, isocérica 1 e
isocorica 2 dadas, respectivamente, nas Equactes (195), (196) e (197), chega-se a expressao

final da parcela viscosa do tensor constitutivo tangente atual:

1 9 a) 2]
visc _ _ K 21a—1 7 a__ — S
ijkl 4Atl <“ J a[Ei,-aIElir“] OE 0

_ . 0, dI 021,
27r1—1 771 771 24! 1
G (“I 3E, 9B T "1 3E, 6[Ekl> (330)
) of, of. 921
G jro-1 902 b . 2
* 2(”2 OF, 0Fg V"% 3E,0E,

Assim, uma vez calculadas as parcelas eléstica (€¢1%5%) e, caso exista, plastica (€P'st)
através, respectivamente, das Equacdes (172) e (299), o tensor constitutivo tangente completo
(Gtotaly é obtido pela expresséo:

gtotal — gelast _ gplast 4 visc (331)

que é incluido no processo de solucdo através de sua utilizacdo na Equacéo (132) para o calculo
da matriz hessiana.

Por fim, ressalta-se que a Equacdo (327) é chave para o entendimento dos tipos basicos
de problema que podem ser resolvidos pela formulagdo. O bulk modulus nunca é nulo, uma vez
que nenhuma aplicacdo (solido ou fluido) possui grande variacdo de volume. Assim, a
elasticidade volumétrica esta sempre presente. Para a modelagem de sélidos elasticos, basta que
as constantes viscosas sejam nulas e a tensdo de escoamento seja muito elevada ou acima dos

niveis de tensdo desenvolvidos. Ja para a modelagem de solidos elastoplasticos, basta que as
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constantes viscosas sejam nulas e os niveis de tensdo elastoplastica ($¢P) ultrapassem a tensdo
de plastificacdo. Assim, problemas viscoelastoplasticos sdo modelados como solidos
elastoplasticos com constantes viscosas ndo nulas, sendo representados solidos viscoelésticos
caso S°P ndo ultrapasse o nivel de deformacao plastica. Para relagfes mais simples do que as

estabelecidas aqui, pode ser consultado o trabalho de Carvalho, B. L. (2019).
6.3  Modelo rigido-viscoplastico para a analise de fluidos viscoplasticos (pastas)

Conforme descrito acima, a modelagem de fluidos newtonianos e ndo newtonianos pela
formulacdo lagrangeana proposta pode ser realizada adotando-se modulo de elasticidade
transversal nulo e bulk modulus ndo nulo, onde apenas tensdes viscosas estdo presentes na
analise. Por isso, para a analise de pastas cimenticias se pretendia, em uma primeira avaliagéo,
considera-las como materiais viscoelasticos-viscoplasticos com tensao de cisalhamento limite.
Entretanto, foram presenciadas instabilidades numéricas nas analises, as quais foram
decorrentes do baixo valor da tensdo de escoamento em relagdo ao médulo de elasticidade
transversal a ser aplicado antes da evolucdo plastica.

Dessa forma, para contornar tal problema, foi desenvolvido um modelo rigido-
viscoplastico para a analise de pastas cimenticias. No modelo, supfe-se que desde o inicio do
processo a pasta escoe e apresente tensdo “elastoplastica” ($¢P) com valor constante,
reproduzindo um comportamento rigido-plastico perfeito. Assim, dispensa-se 0 uso dos
algoritmos de plasticidade em grandes e pequenas deformacdes para a analise de pastas
cimenticias, sendo a tensdo elastoplastica (§¢P) calculada para cada uma das dire¢des isocoricas
diretamente em funcdo da tensdo de escoamento cisalhante (7) do material através da expressao:

€
S =7 ——
NG (332)
a qual deve ser somada a ¥, e $¥S¢ na Equagio (327).
Assim, o modelo assegura que todos os pontos de integracdo apresentem tensdo
elastoplastica constante (sobre o patamar de escoamento) com modulo igual a tensdo de
escoamento cisalhante do material. Dessa forma, evita-se também a necessidade de calibracédo

do parametro de encruamento, tarefa que pode ser ardua no caso de problemas envolvendo

pastas.
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7 CONTATO

Problemas de contato podem ser definidos como aqueles que envolvem dois ou mais
corpos, dos quais surgem novas condicGes de contorno decorrentes da interacdo entre 0s
mesmos. Como dois corpos ndo podem fisicamente ocupar 0 mesmo espago a0 mesmo tempo,
0 modelo fisico deve contemplar uma condi¢do de contorno denominada condicdo de
impenetrabilidade, que de forma matematica pode ser expressa como:

QNQp=0 (333)
onde Q, é o dominio do corpo A e Qg é o dominio do corpo B.

A alteracdo das condicdes de contorno, por sua vez, sé pode ser verificada durante o
processo de solucdo, caracterizando a ndo-linearidade do problema. Dessa forma, para o
processo de resolugdo, é necesséria a imposicao de restri¢des sobre as variaveis envolvidas no
contato entre os corpos (PIEDADE NETO, 2009). Entre os métodos mais difundidos para a
imposicdo das restricbes no sistema, estio o método da penalizacdo e a técnica dos
multiplicadores de Lagrange. Ja para a deteccdo do contato em problemas de grandes
deslocamentos, uma das estratégias mais empregadas é a do tipo né-a-segmento (ou né-a-

superficie, no caso 3D).

7.1  Discretizacdo do tipo n6-a-superficie

A discretizacdo do tipo nd-a-segmento costuma ser amplamente utilizada em programas
de elementos finitos de analise ndo linear para a solucdo de problemas de contato,
principalmente em problemas que envolvem grandes deslocamentos, onde ndo € possivel se
garantir a coincidéncia das malhas. No caso tridimensional, como 0s segmentos passam a ser
superficies, a discretizagdo recebe 0 nome de no-a-superficie.

A técnica faz uso de elementos de contato, 0s quais ndo apresentam geometria, sendo
apenas restricdes impostas no sistema. Os elementos sdo prescritos em regides consideradas
passiveis de contato e, em cada etapa do processo de solucdo, os elementos podem ser ativados
ou desativados conforme a identificagdo ou ndo do contato entre os corpos (PIEDADE NETO,
2009).

Nesta estratégia, € feita a distin¢ao das interfaces de contato, sendo uma discretizada em

elementos nodais (denominados nos projéteis), nas quais sdo atrelados os elementos de contato,
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e a outra em superficies (denominadas superficies alvo). Um desenho esquematico da

discretizacdo no-a-superficie € apresentado na Figura 7.1:

Figura 7.1 — Discretizagdo n6-a-superficie

Fonte: o proprio autor.

Durante cada etapa do processo de solucéo, verifica-se se 0 nd projétil penetrou ou ndo
na superficie alvo. Em caso positivo, o elemento é ativado e impde-se a restricdo de
impenetrabilidade na etapa seguinte; em caso contrario, o elemento ¢é desativado.

7.2  Meétodo da penalizacdo
No método da penalizacdo, tenta-se atender a condicdo de impenetrabilidade por meio

da introducdo de um parametro de penalizacdo e. Como o parametro pode impor uma maior ou

menor limitacdo na distancia entre as superficies, este pode ser entendido como a rigidez de
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uma mola de dimensdes infinitesimais posicionada entre os pontos de contato (Figura 7.2), de
modo que, quando o valor tende a infinito, garante-se que os pontos de contato apresentem a
mesma posicdo no espaco (PIEDADE NETO, 2009). No entanto, valores elevados do
pardmetro de penalizagdo, apesar de proporcionarem uma menor violagdo da condigdo de
impenetrabilidade, podem gerar instabilidade numérica decorrente de matriz de rigidez
(hessiana) mal condicionada. Dessa forma, na pratica o valor costuma ser obtido a partir de um
valor inicial baseado na rigidez, tamanho e altura normal a interface de contato do corpo menos

rigido, sendo em seguida calibrado até que uma penetracdo adequada seja obtida (KIM, 2015).

Figura 7.2 — Interpretacéo fisica do pard@metro de penalizacéo

0<e <ey<ez—oo
Fonte: o proprio autor.

O metodo, apesar de conseguir satisfazer de forma aproximada as condi¢6es de contato,
possui como desvantagem a sua grande dependéncia com o parametro de penalizagéo, o qual
ndo possui regras claras para sua escolha e depende do problema particular a ser resolvido
(BATHE; CHAUDHARY, 1985). No entanto, diferentemente do método dos multiplicadores
de Lagrange, o método da penalizacdo ndo adiciona variaveis novas ao sistema, 0 que torna sua
formulacgdo simples e, por isso, um dos métodos de contato mais comumente empregados na
anélise de estruturas em programas de Método dos Elementos Finitos (BEDNAREK;
KOWALCZYK, 2011).

O primeiro passo da andlise consiste na obtencdo da distancia entre o contorno dos
corpos para cada instante. No caso da estratégia no-a-superficie, é calculada a distancia
ortogonal entre o no projétil e a superficie alvo, a qual é obtida por:

g="-Yn (334)
onde g € a distancia ortogonal entre o n6 projétil e a superficie alvo, Y;" é a posi¢do do nd

projétil, Y;° é a posicdo de um nd da superficie alvo e n; é o versor normal a superficie alvo. O
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versor normal n; € obtido facilmente a partir de um vetor N; normal a superficie alvo através
da expressao:

— Ni
IVl

Uma vez obtida a distancia g, pode-se calcular a energia decorrente do contato ([1¢°™),

ny (335)

cuja expressao € a idéntica a energia potencial de uma mola:
1
[reont = E 692 (336)

Derivando-se a Equacdo (336) em relacdo a posicao dos nos projéteis, encontram-se as

forgas de contato Ffo™t:
areont e dg Eg(')(Y,éV —Y3)n,
YN YN YN

l L

cont __
Feont =

= €90k = €GNy (337)

Derivando-se a Equacdo (337) novamente em relacdo a posicdo dos noés projéteis,
encontra-se a parcela da hessiana decorrente do contato (Hfj""t :

OFf™t  degn; (Y =Yy
ayy ~ ayy T ayN

HiCjOTlt = = eni5kjnk = Eninj (338)

Por fim, o contato é incorporado no processo de solucdo adicionando-se Feont g geont,

respectivamente, no vetor de forgas internas e na matriz hessiana.
7.3 Algoritmo de contato

No programa, o algoritmo de contato foi implementado utilizando-se 0 método da
penalizacdo sem a consideragéo de atrito e adeséo, sendo a detecc¢do do contato feita por meio
de estratégia do tipo n6-a-superficie com superficies alvo consideradas rigidas e discretizadas
em elementos triangulares planos.

O algoritmo inicia com a verificacdo do contato, a qual é feita através do célculo da
distancia ortogonal entre os nds projéteis e as superficies alvo. Como as superficies alvo sao
elementos triangulares, o problema pode ser analisado conforme o esquema apresentado na
Figura 7.3, onde se procura obter a distancia ortogonal entre um ponto e o plano de um
triangulo. Na figura, o ponto P, é o n6 projétil, o triangulo A(P,, P,, P;) € a superficie alvo e 0

ponto Py é a projecdo do ponto P, no plano do triangulo A(Py, P,, P3).
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Figura 7.3 — Esquema par o célculo da distancia de um ponto ao plano de um triangulo

z

Fonte: o proprio autor.

Inicialmente, a partir das coordenadas do no projétil e dos vertices do elemento

triangular, sdo obtidos os vetores P, P,, P, P; e P; P,. Em seguida, calcula-se o vetor normal N
perpendicular ao triangulo A(P,, P,, P;) através do produto vetorial:
N =P,P,xP,P; (339)
onde os néds das superficies alvo sdo arranjados no pré-processamento de modo que o vetor N
tenha sempre sentido da superficie alvo para o no6 projétil.
Em posse dos vetores m e N, calcula-se o cosseno do angulo a entre os vetores

através da expressao:

PPy A N
CoOSAA = ——— =~ (340)
[[PoPo[[| N

A partir do vetor P; P, e da Equacdo (340), calcula-se a distancia ortogonal do n6 projétil

ao plano da superficie alvo (||FPO’>||) por:

P,P,AN  PiPoA N
IPRlllIN] (Nl

|05 || = IIP1Psl|cosa = [|P1P| (341)
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Caso ”POPO’ ” > 0, 0 n6 projétil ndo se encontra em contato com a superficie alvo; caso

contrério, quando ”POPO’ ” < 0, 0 nd projétil estd em contato com a superficie alvo e prossegue-

se com a identificacdo do par n6 projeétil-superficie alvo no qual esta ocorrendo o contato.

Para a identificacdo do local do contato, empregou-se no programa uma estratégia
baseada no céalculo de coordenadas baricéntricas, as quais sdo definidas como um sistema de
coordenadas no qual um ponto € expresso como a combinagdo linear de outros pontos
pertencentes a0 mesmo espaco vetorial. Como o préprio nome sugere, as coordenadas
baricéntricas podem ser entendidas como massas normalizadas que devem ser posicionadas nos
vértices de um simplexo’ para a descri¢do do centro de gravidade (baricentro), no caso, do
ponto a ser determinado (HOU; HOU; HUANG, 2013).

Dado um simplexo com n Vvértices inserido em um espaco vetorial S, um ponto P

também pertencente a S pode ser descrito através da combinacao baricéntrica das coordenadas
P; dos vértices do simplexo como:
- n g
B = Z bB, (342)
i=1
sendo b; as coordenadas baricéntricas.
A combinacao baricéntrica € uma combinacéo linear especial, também denominada na

matematica como combinacdo afim, na qual as coordenadas baricéntricas sdo normalizadas.

Neste caso, as coordenadas baricéntricas possuem como propriedade importante a particdo da

n
z b =1 (343)
i=1

Um caso especial de interesse € a combinacao baricéntrica convexa, a qual permite que

unidade, ou seja:

todos os pontos de um conjunto possam ser expressos pela combinagéo de seus pontos extremos
(SCHURMANN; EL-GUINDY; ALTHOFF, 2016). Para que a combinagio baricéntrica seja
convexa, as coordenadas baricéntricas devem atender a seguinte condicao:

b; =0 (344)

7 Simplexo ou simplex, em topologia, é um ente geométrico que representa a generalizacdo do conceito de
triangulo para qualquer dimenséo (triangulo no caso 2D, tetraedro no caso 3D, e assim por diante). Recebe tal
denominacao por ser o politopo (generalizagdo do conceito de poliedro para qualquer nimero de dimensoes)
mais simples possivel para qualquer espaco estudado.
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Como no problema é analisado um conjunto convexo®, entdo é possivel verificar a partir
das condic¢des dadas nas Equacdes (343) e (344) se a projecdo do né projétil encontra-se ou ndo
dentro da superficie alvo.

Para a obtencdo das coordenadas, foi empregado o algoritmo proposto por Heidrich
(2011), o qual se mostra o mais eficiente para o calculo de coordenadas baricéntricas da
projecdo de um ponto sobre o plano de um tridangulo. O algoritmo é uma particularizacdo das
relacdes entre coordenadas baricéntricas de um poliedro convexo e as coordenadas baricéntricas
de suas faces provadas por Warren (1996). No caso, o poliedro é um tetraedro formado pelos

pontos P,, P;, P, e P;, conforme apresentado na Figura 7.4:

Figura 7.4 — Projecéo de um ponto sob o plano de um tridngulo

Fonte: o proprio autor.

A partir do vetor normal N calculado anteriormente na Equacdo (339) e sabendo-se que

0 modulo do produto vetorial entre dois vetores corresponde a area do paralelogramo formado

pelos mesmos, é possivel relacionar N e a area A do triangulo A(P;, P,, P;) pela seguinte

expresséo:

—

|N|| = 24 (345)

8 Um conjunto é dito convexo quando, para qualquer par de pontos pertencentes ao conjunto, qualquer
combinagdo convexa destes dois pontos também pertence ao conjunto.



130

ou seja, a area do tridngulo é igual a metade da norma euclidiana do vetor normal
correspondente.
Da Equacéo (345), pode-se escrever:
NAN = 442 (346)
Analisando-se agora o triangulo A(P,, P;, P,), calcula-se o vetor 173 normal ao plano do
triangulo através da expressao:
N; = P,P, X PP, (347)
De forma semelhante a relacdo dada na Equacdo (345), consegue-se relacionar o vetor
N, com a area A do triangulo A(P,, P,, P,) através da expressio:
||173|| = 243 (348)
Para o calculo das coordenadas baricéntricas, considera-se primeiramente que o ponto
P, se encontra no plano do triangulo A(Py, P,, P3), ou seja, P, = Py. Assim, neste caso, 0
problema tridimensional representado pelo tetraedro da Figura 7.4 reduz-se a um problema

bidimensional, no qual deve ser analisado o triangulo apresentado na Figura 7.5:

Figura 7.5 — Esquema para a determinag&o das coordenadas baricéntricas de um triangulo

P5

Py P,

Fonte: o proprio autor.
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Como nesta analise inicial os triangulos A(P,, P;, P,) e A(Py, P,, P;) encontram-se no
mesmo plano, os vetores N e 173 apresentam a mesma direcdo e sentido, de modo que 0 cosseno
do angulo entre os vetores é 1. Dessa forma, a Equacao (348) pode ser escrita como:

Ns||[IN|| NsAN
o 1 [ )
V]| V]|

Substituindo-se a Equacéo (345) na Equacdo (349), chega-se a expressao:

NsAN
245 = 32,4 (350)

Considerando que as coordenadas baricéntricas de um simplexo sdo expressas como a
relacdo entre os volumes de seus subsimplexos e o volume total (WARREN, 1996) e que, no
caso, o simplexo é um triangulo, entdo as coordenadas baricéntricas sdo obtidas pela relacdo
entre as areas dos tridngulos menores e a area total. Assim, a coordenada baricéntrica b5 é obtida
por:

Az
by = —
374

Utilizando-se a Equacdo (350), a Equacdo (351) pode ser escrita como:

(351)

Substituindo-se a Equacéo (346) na Equacdo (352), a coordenada baricéntrica b pode
ser obtida no caso plano atraves da seguinte expressao:
_N;AN
" NAN
Considerando-se agora o caso mais geral, no qual o ponto P, se encontra fora do plano

(353)

3

do tridngulo A(P;, P,, P;), ou seja, Py # P;, a coordenada baricéntrica b5 é obtida da seguinte

forma:
A areal(A(P}, Py, P
b3=—3= ( (0 1 2)) (354)
A A
Por sua vez, as areas dos triangulos A(Py, P, P,) e A(P,, Py, P,) apresentam a seguinte
relacao:
area(A(Py, Py, P,)) = area(A(Py, Py, P,))cos(Ns, N) (355)
com o cosseno dado por:
_ .. N3;AN
COS(N3, N) === (356)
(il

Substituindo-se as Equacdes (355) e (356) na Equacéo (354), obtém-se:
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b = area(A(Py, P, P,)) N3 AN
3 — — —
A [N [[|V]

Tendo-se em vista a propriedade apresentada na Equacéo (345) na qual a area de cada

(357)

triangulo é igual a metade da norma de seu vetor normal correspondente, a Equacédo (357) pode
ser reescrita como:
1 7 — — — —
7Nl NyAN N AN
SIN) NN N AN

3 (358)

Como a Equacdo (353) é idéntica a Equacdo (358), conclui-se que a primeira é valida
independentemente se o ponto P, situa-se ou ndo no plano do triangulo A(P;, P,, P;). Dessa
forma, utilizando-se procedimento analogo para as demais faces, as coordenadas baricéntricas

b, e b, podem ser obtidas, respectivamente, pelas expressoes:

N, AN

by = —— (359)
NAN
N, AN

b, = —— (360)
NAN

Devido a propriedade de particdo da unidade, bastam-se calcular duas coordenadas
baricéntricas pelo procedimento apresentado anteriormente e obter a coordenada restante pela
Equacdo (343). Dessa forma, caso sejam calculadas, por exemplo, as coordenadas b, e b,
através, respectivamente, das Equacgdes (359) e (360), a coordenada b; pode ser obtida
simplesmente através da expressao:

b; =1—-b, — b, (361)

A partir das coordenadas baricéntricas obtidas e das condigdes necessarias para que uma
combinacdo linear seja baricéntrica convexa expressas nas Equacdes (343) e (344), pode-se
facilmente verificar se a projecdo do no projétil encontra-se dentro da superficie alvo através

das seguintes condigdes:

0<bh <1 (362)
0<bh,<1 (363)
0<bh; <1 (364)

Caso todas as condicGes anteriores sejam atendidas, a projecdo do né projétil encontra-
se dentro da superficie alvo, devendo ser calculadas as forcas Feont g g parcela da hessiana
He°™ decorrentes do contato através, respectivamente, das Equacdes (337) e (338), as quais

séo por fim somadas ao vetor de forgas internas e a matriz hessiana; caso contrario, o nd projétil
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ndo estd em contato com a superficie alvo analisada e procede-se a andlise da proxima
superficie.

O pseudocodigo do algoritmo de contato € apresentado na Figura 7.6:

Figura 7.6 — Pseudocddigo do algoritmo de contato

1  Loop grupos de contato

2 Loop nods projéteis

3 Obtencgdo das coordenadas do né projétil P,

4 Loop superficies alvo

s Obtengao das coordenadas dos nds da superficie alvo Py, P,

e P;

6 Calculo dos vetores P; Py, PP, e P, P

7 Calculo do vetor normal N [Equagdo (339)]

8 Célculo de ”m” [Equacdo (341)]

; se |7 < o

10 Calculo das coordenadas baricéntricas by, b, e b
[Equacgdes (359), (360) e (361)]

11 Se(0<bh;, <1e0<h,<1e0<b;<1)

12 Célculo do versor normal 71 [Equacdo (335)]

1 Soma das forgas de contato no vetor de forcas

internas (Fint « Fint 4 Feont) [Equacdo (337)]
14 Soma da parcela de contato na matriz hessiana
(H « H + H°°™) [Equacdo (338)]

15 Fim condicao

16 Fim condicao

17 Fim loop

18 Fim loop

19  Fim loop
Fonte: o proprio autor.

O algoritmo de contato é inserido imediatamente depois da linha 15 do pseudocodigo
da anélise estatica (Figura 3.5) e da linha 18 do pseudocodigo da analise dindmica (Figura 3.6).
Nota-se que, logo ap6s a linha 1 de ambos os algoritmos, é feita a leitura de um arquivo de
entrada com os dados relativos ao contato, onde estdo contidas a incidéncia dos nds projéteis e
as coordenadas e a incidéncia das superficies alvo. Ressalta-se também que o loop mais externo
“Loop grupos de contato” foi implementado a fim de que fosse possivel no programa a analise
de contatos independentes em diferentes partes da estrutura. Assim, para cada conjunto de
superficies alvo, foi atribuido um conjunto de nos projéteis passiveis de contato, sendo cada par
conjunto de nds projéteis-conjunto de superficies alvo considerado um “grupo de contato”. Os

grupos de contato eram também informados no arquivo de entrada.
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8 EXEMPLOS NUMERICOS E DISCUSSOES

A seguir, sdo apresentadas as analises das simulacdes numéricas realizadas com o
programa. Foram utilizados tanto exemplos retirados da literatura para validacao do algoritmo
quanto exemplos elaborados pelo préprio autor para demonstrar as caracteristicas e a
aplicabilidade da formulacdo em problemas da &rea da engenharia civil. Nos exemplos de
aplicacdo, foi dada preferéncia a problemas que incluissem a andlise de materiais
plasticos/viscoelasticos/rigido-viscoplasticos, como a dobra de barra metalica com
aparecimento do efeito de springback, rompimento de barragem, propagacdo de onda solitéria
em fluido viscoso compressivel, anélise qualitativa da conformacdo de pasta de cimento em

férmas rigidas e ensaio de caracterizacao de pasta cimenticia.

8.1  Vigaengastada e livre transversalmente carregada sujeita a grandes deslocamentos

No primeiro exemplo, foi analisada uma viga engastada e livre sujeita a grandes
deslocamentos para a validagdo do trecho referente a analise estatica elastica do programa. A
viga é submetida a uma carga transversal em sua extremidade livre, cujo moédulo aumenta
gradualmente até um valor de 160 kN. O exemplo foi retirado de Mattiasson (1981), o qual
resolveu o problema por meio de integrais elipticas. Um desenho do problema analisado é

apresentado na Figura 8.1:

Figura 8.1 — Viga engastada e livre submetida a carga transversal na extremidade livre

Fonte: o proprio autor.



Para o exemplo, foram adotados os valores apresentados na Figura 8.2:

Figura 8.2 — Valores adotados no exemplo 8.1
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E 2,4.10% kN/m?
v 0
Comprimento (L) 10 m
Largura Im
Altura 0,2m
Forca (P) 160 kN
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacdo na espessura Linear
N2 nds 273
N2 elementos finitos 32
Tolerdncia (Newton-Raphson) 10

Fonte: o proprio autor.

A estrutura foi discretizada com 32 elementos finitos, conforme mostrado na Figura

8.3:

Figura 8.3 — Discretizagdo adotada no exemplo 8.1

Fonte: o proprio autor.

Analisaram-se os deslocamentos adimensionais horizontal e vertical da extremidade

livre da viga, os quais foram comparados com os de Mattiasson (1981). Os resultados obtidos
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com o0s modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff sdo

apresentados, respectivamente, na Tabela 8.1 e Tabela 8.2:

Tabela 8.1 — Deslocamentos adimensionais e diferengas percentuais em relacdo aos resultados de
Mattiasson (1981) obtidos com 0 modelo de Saint-Venant-Kirchhoff

PLZ/EI Autor Mattiasson (1981) Diferenca percentual
u/L w/L u/L w/L u/L w/L
0 0 0 0 0 - -
1,0 0,056322 0,301298 0,05643 0,30172 -0,19% -0,14%
2,0 0,15992 0,491836 0,16064 0,49346 -0,45% -0,33%
2,5 0,208866 0,553478 0,20996 0,55566 -0,52% -0,39%
3,0 0,252969 0,600571 0,25442 0,60325 -0,57% -0,44%
3,5 0,292152 0,637255 0,29394 0,64039 -0,61% -0,49%
4,0 0,326841 0,666411 0,32894 0,66996 -0,64% -0,53%
4,5 0,357594 0,690024 0,35999 0,69397 -0,67% -0,57%
5,0 0,38496 0,70948 0,38763 0,71379 -0,69% -0,60%
5,5 0,409426 0,72576 0,41236 0,73042 -0,71% -0,64%
6,0 0,43141 0,739571 0,43459 0,74457 -0,73% -0,67%
6,5 0,451263 0,751431 0,45468 0,75676 -0,75% -0,70%
7,0 0,469279 0,761729 0,47293 0,76737 -0,77% -0,74%
7,5 0,485703 0,770756 0,48957 0,7767 -0,79% -0,77%
8,0 0,50074 0,77874 0,50483 0,78498 -0,81% -0,79%
8,5 0,514562 0,785856 0,51886 0,79239 -0,83% -0,82%
9,0 0,527315 0,792243 0,53182 0,79906 -0,85% -0,85%
9,5 0,539123 0,798012 0,54383 0,8051 -0,87% -0,88%
10 0,550091 0,803253 0,555 0,81061 -0,88% -0,91%

Fonte: o proprio autor.
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Tabela 8.2 — Deslocamentos adimensionais e diferencas percentuais em relagao aos resultados de
Mattiasson (1981) obtidos com 0 modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff

PL2/EI Autor Mattiasson (1981) Diferenga percentual
u/L w/L u/L w/L u/L w/L
0 0 0 0 0 - -
1,0 0,056295 0,301303 0,05643 0,30172 -0,24% -0,14%
2,0 0,159846 0,491861 0,16064 0,49346 -0,49% -0,32%
2,5 0,208773 0,553515 0,20996 0,55566 -0,57% -0,39%
3,0 0,25286 0,60062 0,25442 0,60325 -0,61% -0,44%
3,5 0,292029 0,637317 0,29394 0,64039 -0,65% -0,48%
4,0 0,326706 0,666483 0,32894 0,66996 -0,68% -0,52%
4,5 0,35745 0,690105 0,35999 0,69397 -0,71% -0,56%
5,0 0,384808 0,709571 0,38763 0,71379 -0,73% -0,59%
5,5 0,409267 0,725859 0,41236 0,73042 -0,75% -0,62%
6,0 0,431245 0,739678 0,43459 0,74457 -0,77% -0,66%
6,5 0,451093 0,751545 0,45468 0,75676 -0,79% -0,69%
7,0 0,469104 0,76185 0,47293 0,76737 -0,81% -0,72%
7,5 0,485524 0,770884 0,48957 0,7767 -0,83% -0,75%
8,0 0,500557 0,778873 0,50483 0,78498 -0,85% -0,78%
8,5 0,514375 0,785995 0,51886 0,79239 -0,86% -0,81%
9,0 0,527125 0,792388 0,53182 0,79906 -0,88% -0,83%
9,5 0,53893 0,798163 0,54383 0,8051 -0,90% -0,86%
10,0 0,549895 0,803409 0,555 0,81061 -0,92% -0,89%

Fonte: o proprio autor.

Para a melhor visualizagcdo dos resultados, foi plotado um gréfico da forga aplicada

adimensional em funcdo dos deslocamentos adimensionais, o qual é apresentado na Figura 8.4:
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Figura 8.4 — Gréfico da forca aplicada adimensional em func¢éo do deslocamento adimensional

10 T T T I Ea ! >
u/L - Mattiasson (1981) j < !
u/L (SVK) -autor W | <
u/L (RSHN) - autor 3 A : | :
g H WL - Mattiasson (1981) “:‘k .......... e R § R -
w/L (SVK) - autor A | e : | :

PL2/EI

' ' \ i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Deslocamento/L

Fonte: o préprio autor.

Analisando-se os resultados, pdde-se observar que foram obtidos deslocamentos muito
préximos aos de Mattiasson (1981), com diferencas percentuais inferiores a 1% tanto para o
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff quanto para o0 modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff.
Dessa forma, validou-se o trecho referente a andlise estatica elastica ndo linear geometrica
implementado no programa. Vale-se ressaltar que, apesar de a estrutura estar sujeita a grandes
deslocamentos, o problema esté inserido no regime de pequenas deformacdes, o que justifica a
semelhanca dos resultados obtidos com ambos 0s modelos constitutivos.

8.2  Cubo comprimido sujeito a grandes deformacdes

No segundo exemplo, foi analisado um cubo comprimido sujeito a grandes
deformac6es. O presente teste foi criado com o intuito de se confirmar que o0 modelo de Rivlin-
Saunders-Hartmann-Neff implementado no programa respeita as condi¢@es de crescimento. O
exemplo consiste em um cubo de dimens@es unitarias, no qual as facesx =0,y =0ez =10
sdo impedidas de se deslocar, respectivamente, nas dire¢des X, y € z e livres nas demais direcoes,
enquanto a face z = 1 é deslocada por meio de controle de posi¢des até que o cubo apresente

10% de sua altura original. Um esquema do teste realizado é apresentado na Figura 8.5:
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Figura 8.5 — Teste de compressao de cubo com dimensfes unitarias

1B |
; . );__
a g 1
X

Fonte: o proprio autor.

Para o exemplo, foram adotados os valores apresentados na Figura 8.6:

Figura 8.6 — Valores adotados no exemplo 8.2

E 10
v 0,45
Comprimento 1
Largura 1
Altura 1
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacdo na espessura Linear
N2 nés 32
N2 elementos finitos 2
Tolerancia (Newton-Raphson) 10°°

Fonte: o proprio autor.
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Foram utilizados apenas 2 elementos finitos para a discretizacdo do cubo, conforme

mostrado na Figura 8.7:

Figura 8.7 — Discretizagdo adotada no exemplo 8.2

Fonte: o préprio autor.

A partir dos resultados obtidos com o programa, foram plotados graficos do médulo da
tensdo de Cauchy em relacdo ao médulo da deformacédo de engenharia na dire¢do 3 para ambos
0s modelos constitutivos, os quais sdo apresentados na Figura 8.8. Ressalta-se que a deformacéo

de engenharia foi deixada na notacdo A; — 1 a fim de se reforcar o carater ndo linear da analise.
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Figura 8.8 — Graficos de |a33| em relacdo a |A; — 1| obtidos com os modelos constitutivos de (a)
Saint-Venant-Kirchhoff e (b) Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff

(a) Saint-Venant-Kirchhoff

|o33]

0 ! ! ! i ! i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
|Az-1]

(b) Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff

. 300
250 _ ........... ............ ........... ............ ............ ............ ...........
wl
& 150 b
100, ........... e e e e e .
60 b
0 a . ; i | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
|A3-1]

Fonte: o proprio autor.

As configuragbes finais do cubo apds a compressdo para ambos o0s modelos
constitutivos sdo apresentadas na Figura 8.9, na qual a escala de cor representa a deformacéo

sofrida na diregdo 3:
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Figura 8.9 — Configuragdes finais do cubo apds a compressdo com distribuigdo de deformagdes na
direcéo 3

0.000E+00
-1.000E-01
-2.000E-01
-3.000E-01
-4.000E-01
-5.000E-01

. -6.000E-01
i -7.000E-01
-8.000E-01
-9.000E-01

(a) Saint-Venant-Kirchhoff

0.000E+00
-1.000E-01
-2.000E-01
-3.000E-01
-4.000E-01
-5.000E-01

. -6.000E-01
H -7.000E-01
-8.000E-01
-9.000E-01

(b) Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff

Fonte: o préprio autor.
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A partir dos graficos, foi possivel constatar que com o modelo hiperelastico de Rivlin-
Saunders-Hartmann-Neff a tenséo (e, consequentemente, a energia especifica de deformacao)
tende a infinito quando o jacobiano tende a zero, fato que ndo ocorre com o0 modelo de Saint-
Venant-Kirchhoff. Dessa forma, confirma-se que o modelo de Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff
respeita as condi¢des de crescimento e, portanto, € apropriado para a analise de estruturas
sujeitas a grandes deformacdes. Ressalta-se, no entanto, que os modelos se confundem no

regime de pequenas deformacoes.
8.3  Viga engastada e livre submetida a forga transversal transiente

No presente exemplo, foi estudado o comportamento dinamico de uma viga engastada
e livre sujeita a grandes deslocamentos para a validacdo das implementacGes dinamicas. O
exemplo foi retirado de Rodriguez (2017), o qual utilizou elementos de chapa para a analise.
Um esquema da viga analisada é apresentado na Figura 8.10:

Figura 8.10 — Viga engastada e livre submetida a forga transversal transiente na extremidade livre

F(t)

LS

120 in

Fonte: o proprio autor.

Na extremidade livre da viga, é aplicada na direcéo transversal uma forca transiente,
cujo mddulo cresce até um valor maximo no tempo de 0,2 s e depois permanece constante,
conforme mostrado na Figura 8.11. A resposta dinamica da estrutura foi analisada sem a

consideragdo de amortecimento para dois valores de forga maxima: 1.10° Ib e 5.10° Ib.
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Figura 8.11 — Gréfico da variagdo da forca transiente em relacdo ao tempo

F(t)
A

max

' >
0,25
Fonte: o proprio autor.
Para o exemplo, foram adotados os valores constantes na Figura 8.12:
Figura 8.12 — Valores adotados no exemplo 8.3
E 3.107 psi
v 0
p 0,0094116 Ib.s%*/in4
Comprimento 120in
Largura lin
Altura 10,627 in
At 0,01s
Tempo total de analise 1s
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacdo na espessura Linear
N2 nds 273
N2 elementos finitos 32
Tolerancia (Newton-Raphson) 10

Fonte: o proprio autor.
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A viga foi discretizada com 32 elementos finitos, conforme mostrado na Figura 8.13.
Por tratar-se de uma viga esbelta sujeita a grandes deslocamentos, 0s nds das faces laterais

foram restringidos na direcé@o z a fim de se evitar instabilidade lateral.

Figura 8.13 — Discretizacdo adotada no exemplo 8.3

Fonte: o proprio autor.

Foram analisados tanto o deslocamento horizontal quanto o deslocamento vertical da
extremidade livre da viga ao longo do tempo para cada um dos valores de forca maxima. Os
graficos dos deslocamentos horizontal e vertical obtidos com o programa sao apresentados,
respectivamente, na Figura 8.14 e Figura 8.15, nas quais foram também plotados os resultados
obtidos por Rodriguez (2017):
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Figura 8.14 — Gréfico do deslocamento horizontal da extremidade livre da viga em relagéo ao tempo
35 !

N N \
/ |I'| B . [ [ .'I
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_ \ / \ | / \ [ [
251 | |
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: Fmax = 500.000 Ib | Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff (autor)
10 / o Fmax = 500.000 Ib (RODRIGUEZ, 2017) ® 1
: Fmax = 100.000 Ib | Saint-Venant-Kirchhoff (autor)
l _ Fmax = 100.000 Ib | Rivlin-Saunders-Hartmann-Neff (autor)
5 r Fmax = 100.000 Ib (RODRIGUEZ, 2017) e -
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Fonte: o proprio autor.
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Figura 8.15 — Gréfico do deslocamento vertical da extremidade livre da viga em relagdo ao tempo

80 T T T T T T T T T
75+ ' : : : : '
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Fonte: o proprio autor.

A partir dos graficos, foi possivel constatar que foram obtidos resultados muito
proximos aos de Rodriguez (2017) para ambos os modelos constitutivos, sendo, portanto,
validado o trecho referente a analise dindmica elastica do algoritmo. Ressalta-se que, apesar de
a estrutura estar sujeita a grandes deslocamentos, o problema estd inserido no regime de
pequenas deformagdes, o que justifica a obtencdo de curvas praticamente idénticas para ambos

0s modelos constitutivos.

8.4  Teste axial ciclico em cubo elastoplastico

Para a validacdo do algoritmo de plasticidade, foi reproduzido um teste axial ciclico
analisado por Coda (2021), o qual utilizou a mesma formulacdo de plasticidade aqui
implementada. O exemplo consiste na analise de um cubo composto por material elastopléstico
de dimensdes unitarias, cujas faces x = 0, y = 0 e z = 0 estdo restritas, respectivamente, nas
direcBes x, y e z e livres nas demais direcBes (Figura 8.16). A face z = 1 € deslocada por

controle de posi¢bes na direcdo z, sendo o cubo primeiramente tracionado, em seguida
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comprimido e por fim novamente tracionado até apresentar um alongamento A > 0. O cubo foi
discretizado com apenas 2 elementos finitos, sendo adotada a mesma discretizagéo utilizada no

exemplo 8.2 (Figura 8.7).

Figura 8.16 — Cubo elastoplastico submetido a teste axial ciclico

Y

e

Fonte: o proprio autor.

Para o exemplo, foram adotados os dados constantes na Figura 8.17:

Figura 8.17 - Valores adotados no exemplo 8.4

K 80
G 24
T 0,4
Comprimento 1
Largura 1
Altura 1
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximagdo na espessura Linear
N2 nds 32
N2 elementos finitos 2
Tolerdncia (Newton-Raphson) 10

Fonte: o proprio autor.
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Para a estrutura descrita anteriormente, foram realizados trés testes. No primeiro,
avaliou-se 0 comportamento do corpo considerando encruamento isGtropo constante com H* =
0,5 nas duas direcBes isocoéricas, sendo analisada a tensdo de Cauchy o33 em relacdo a
deformacéo de engenharia (1; — 1) para um intervalo de alongamento moderado de 0,9 < 1; <
1,1. O grafico obtido com o programa €é apresentado na Figura 8.18, na qual foram também
plotados os resultados obtidos por Coda (2021). Analisando-se o gréfico, verificou-se que

foram obtidos resultados idénticos aos da referéncia.

Figura 8.18 — Gréfico de 033 X (A3 — 1) para H: = 0,509 < A3 < 1,1
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Fonte: o proprio autor.

No segundo teste, avaliou-se 0 comportamento da estrutura considerando encruamento
cinematico constante com H¢ = 0,5 nas duas dire¢fes isocoricas, sendo também analisada a
tensdo de Cauchy a5 em relagdo a deformacdo de engenharia (A3 — 1) para um intervalo de
alongamento moderado de 0,9 < A; < 1,1. O gréafico obtido com o programa é apresentado na

Figura 8.19, na qual foram também plotados os resultados obtidos por Coda (2021).
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Analisando-se o gréafico, verificou-se que foram novamente obtidos resultados idénticos aos da

referéncia.
Figura 8.19 — Gréfico de 33 X (13 — 1) para H* = 0,5 €09 <13 < 1,1
1.5 ! f f !
1 _
0.5r 7
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Fonte: o proprio autor.

Por fim, no terceiro teste foi novamente analisada a tensdo 35 em relacdo a deformacao
de engenharia (A3 — 1) considerando encruamento cinematico constante com H¢ = 0,5 nas
duas direcBes isocdricas, porém agora com um intervalo maior de alongamento de 0,4 < 15 <
1,6. O grafico obtido com o programa € apresentado na Figura 8.20, na qual foram também
plotados os resultados obtidos por Coda (2021). No gréafico, foi possivel observar um bom ajuste

dos pontos com a curva obtida.
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Figura 8.20 — Graficode 33 X (A3 — 1) para H* = 0,5e€04 <13 < 1,6
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Coda (2021) A
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Fonte: o proprio autor.

A partir dos resultados, foi possivel concluir que o algoritmo de plasticidade foi

corretamente implementado no programa.
8.5  Viga biapoiada elastoplastica com surgimento de rétula plastica

Neste segundo exemplo de plasticidade, é analisada uma viga biapoiada carregada até
atingir a plastificacdo com o intuito de se observar de forma qualitativa o fendmeno de
springback com a formulacdo de plasticidade implementada. A viga biapoiada estudada é

apresentada na Figura 8.21:
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Figura 8.21 — Viga biapoiada carregada até o surgimento de rotula plastica
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Fonte: o proprio autor.

Por se tratar apenas de um exemplo qualitativo, foram adotados para as propriedades do
material da viga os mesmos valores adimensionais utilizados no teste de validacao 8.4. Os dados

adotados no exemplo sdo apresentados na Figura 8.22:

Figura 8.22 — Valores adotados no exemplo 8.5

K 80

G 24
T 0,4
Comprimento 20

Largura 1

Altura 1

N2 pontos de Hammer 12

Grau de aproximacao na espessura Linear

N2 nds 488

N2 elementos finitos 40
Tolerdncia (Newton-Raphson) 10

Fonte: o proprio autor.

A viga foi discretizada com 40 elementos finitos, conforme mostrado na Figura 8.23:
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Figura 8.23 — Discretizagdo adotada no exemplo 8.5

Fonte: o proprio autor.

Primeiramente, a viga foi submetida a duas cargas concentradas verticais no centro do

vao, as quais foram aplicadas na face superior da viga, cada uma em um lado de sua espessura

de forma a manter a simetria do problema. Ambas as forgas foram aplicadas com mddulo

suficiente para que, ao final da etapa de carregamento, a viga apresentasse no ponto de aplicagéo

das cargas um angulo aproximado de 60° e, consequentemente, o surgimento de uma rétula

plastica. Cada uma das forcas foi aplicada com mddulo de 0,041 em 250 passos, resultando em

um deslocamento y final de -9,14 e um angulo final de 60,21°. A configuragdo deformada com

os deslocamentos y da estrutura no final da fase de carregamento é apresentada na Figura 8.24:
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Figura 8.24 — Configuracdo deformada e deslocamentos y da viga ao final da fase de carregamento
0.000E+00
-1.016E+00
-2.033E+00
-3.049E+00
-4.066E+00
-5.082E+00

-6.099E+00

-7.115E+00
I -8.132E+00
-9.148E+00

Fonte: o proprio autor.

Em seguida, o carregamento foi retirado, provocando o springback da estrutura. O
fendmeno pode ser evidenciado na Figura 8.25, onde sdo apresentadas as configuracdes

deformadas antes e ap6és a retirada do carregamento:
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Figura 8.25 — Configurac6es deformadas e deslocamentos y da viga antes e ap0s a retirada do
carregamento

0.000E+00
-1.016E+00
-2.033E+00
-3.049E+00
-4.066E+00
-5.082E+00

-6.099E+00

-7.115E+00
. -8.132E+00
-9.148E+00

Fonte: o proprio autor.

Ao final do descarregamento, foi obtido na face superior do centro do vdo um
deslocamento y de -8,40 e um angulo de 53,14°, resultando em um deslocamento y de 0,74 e

uma abertura de 7,07° ap0s o springback.

8.6 Teste de fluéncia

Com o intuito de se avaliar a capacidade do programa de representar o efeito da fluéncia,
no presente exemplo foi realizado um teste de fluéncia em um bloco com material viscoelastico,
cuja geometria é apresentada na Figura 8.26. O bloco apresenta os nds das facesx = 0,y = 0
e z = 0 restritos, respectivamente, nas direcdes x, y e z e livres nas demais direcOes, estando

sujeito a uma forca de superficie constante de tracdo na face z = 1 m.
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Figura 8.26 — Bloco viscoelastico

0,5

Fonte: o proprio autor.
Para o exemplo, foram adotados os dados constantes na Figura 8.27:

Figura 8.27 — Valores adotados no exemplo 8.6

K 1,5 MPa
G 9 kPa
p 0
Y1 0,5
Y2 0,5
K 0
Comprimento Im
Largura 0,5m
Altura 0,5m
Forca de superficie 40 kPa
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacdo na espessura Linear
N2 nds 48
N2 elementos finitos 4
Tolerancia (Newton-Raphson) 107

Fonte: o proprio autor.
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O bloco foi discretizado com apenas 4 elementos finitos, conforme mostrado na Figura
8.28:

Figura 8.28 — Discretizacdo adotada no exemplo 8.6

A\

7/

Fonte: o proprio autor.

O comportamento do corpo foi estudado para diferentes valores de viscosidade
cisalhante e incremento de tempo, sendo analisados 0s seguintes casos:
a) G =200kPa.selAt=20s,;
b) G =20kPa.se At =4s;
c) G=2kPa.seAt=02s.

Para cada caso, foram avaliadas a deformacéo de engenharia (A; — 1) e as componentes
da tensdo de Cauchy elastica (033 ¢1q5¢) € VISCOSA (033 4isc). OS graficos da deformagdo de
engenharia, componente elastica e componente viscosa da tensdo de Cauchy em relacdo ao
tempo obtidos com o programa sdo apresentados, respectivamente, na Figura 8.29, Figura 8.30
e Figura 8.31. Ressalta-se que, como as tensdes viscosas no grafico da Figura 8.31 ndo podem
ser nulas no inicio da analise, as curvas tém inicio a partir dos valores obtidos no primeiro passo

de tempo.
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Figura 8.29 — Gréfico de (A3 — 1) em relagdo ao tempo
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Fonte: o proprio autor.
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Figura 8.30 — Grafico de 033 ¢45: €M relagéo ao tempo
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Fonte: o proprio autor.
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Figura 8.31 — Gréafico de o33 5,5 em relagdo ao tempo
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Fonte: o proprio autor.

8.7  Teste indireto de relaxagao

Utilizando-se a mesma geometria do problema anterior, neste exemplo foi realizado um
teste indireto de relaxagdo. Apesar de as dimensdes serem as mesmas, neste exemplo o corpo
apresenta aproximacdo cubica na espessura e é composto por dois materiais, sendo a regido
entre as faces z = 0 e z = 0,5 m composta por material viscoelastico (material 1) e a regido
entre as faces z = 0,5m e z = 1 m composta por material elastico (material 2), conforme

apresentado na Figura 8.32:



160

Figura 8.32 — Bloco composto por material elastico e viscoelastico

» Material 1

» Material 2

0,5

Fonte: o proprio autor.

Para o exemplo, foram adotados os dados constantes na Figura 8.33:



161

Figura 8.33 — Valores adotados no exemplo 8.7

K 1,5 MPa
G 9 kPa
0
Material 1 £
. ;. Y1 0,5
(viscoelastico)
Y2 0,5
K 0
G 200 KPa.s
Material 2 K 0,15 MPa
atena G 9 kPa
(elastico)
p 0
Comprimento 1m
Largura 0,5m
Altura 0,5m
At 0,4s
Tempo total de andlise 200 s
Geral
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacgao na espessura Cubico
N2 nds 112
N2 elementos finitos 4
Tolerdncia (Newton-Raphson) 107

Fonte: o proprio autor.

O bloco foi discretizado com apenas 4 elementos finitos com aproximacao cubica na

espessura, sendo 2 elementos para cada material. A discretizacdo adotada € apresentada na

Figura 8.34:

Figura 8.34 — Discretizac¢do adotada no exemplo 8.7
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Fonte: o proprio autor.
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A analise foi realizada em duas fases. Na fase 1, a regido com material 1 foi mantida
com todos 0s nos restritos enquanto a face z = 1 m era movida por controle de posi¢des até a
posicdo z = 3,4 m. Em seguida, na fase 2 foram impostas as mesmas condi¢des de contorno
do teste de fluéncia (nds das faces x = 0, y = 0 e z = 0 restritos, respectivamente, nas direcdes
x, y e z e livres nas demais dire¢des), de modo que fosse possivel analisar a variacao de tenséo
no corpo sob uma deformacdo média constante (relaxacédo indireta).

Foram analisadas na dire¢do 3 as varia¢des tanto da componente elastica quanto viscosa
da tensdo de Cauchy em relacdo ao tempo no ponto (0,167; 0,167; 0,167) — pertencente a regido
com material 1 — e da tensdo elastica (ou total) no ponto (0,167; 0,167; 0,833) — pertencente a
regido com material 2. O grafico da variacao das tensdes o35 em relacdo ao tempo é apresentado

na Figura 8.35:

Figura 8.35 — Gréfico de g35 em relagdo ao tempo

| 1 1 1

Elastica (material 1) —
‘ : : ‘ : Viscosa (material 1)
.......... Ela'stlca (matenal 2)__

80 100 120 140 160 180 200
Tempo (s)

Fonte: o proprio autor.

Snapshots das deformadas do bloco ao final das fases 1 e 2 séo apresentados na Figura

8.36, com a escala de cor representando a tensao os5:
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Figura 8.36 — Snapshots das deformadas do bloco com a distribuicéo de tensdes a33

1.440E+405
1.270E+05
1.101E405
9.317E+04
7.624E+04
5.931E+04
4.237E+04
2.544E+04

8.507E+03
-8.425E+03

6.150E+04
6.091E+04
6.033E+04
5.974E+04
5.916E+04
5.857E+04

033 (final da fase 1)

5.798E+04
5.740E+04

5.681E+04
5.623E+04

o£L%st (final da fase 2)

3.042E+02
2.539E+02
2.036E+02
1.533E+02
1.030E+02
5.273E+01
2.435E+00
-4.786E+01

-9.816E+01
-1.485E+02

oZi5¢(final da fase 2)

Fonte: o proprio autor.

8.8  Rompimento de barragem

Para a validagéo do algoritmo de viscosidade, foi analisado um exemplo de rompimento
de barragem, o qual é comumente utilizado para a validagdo de programas de anélise de fluidos

compressiveis com superficie livre (mdvel). O exemplo foi retirado de Nithiarasu (2005), o qual
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analisou numericamente o problema utilizando um programa com formulacéo lagrangeana-
euleriana para a analise de fluidos com escoamento de superficie livre.

O exemplo consiste em um reservatério de agua inicialmente em repouso limitado por
duas paredes verticais e uma superficie horizontal (Figura 8.37a). As paredes verticais permitem
0 deslocamento da &gua na direcdo y, enquanto que a superficie horizontal permite o
deslocamento na direcéo x. A barragem sofre uma ruptura subita (Figura 8.37b), onde a parede

vertical da direita (destacada em magenta) é retirada, dando inicio ao escoamento do fluido.

Figura 8.37 — Geometria da barragem (a) antes e (b) ap6s o0 rompimento

W L
(a) (b)

Fonte: o proprio autor.

Para o exemplo, foram adotados os mesmos valores adimensionais utilizados por
Nithiarasu (2005). Como no artigo de referéncia o fluido foi considerado como incompressivel,
foi empregado um valor elevado de bulk modulus. Todos os dados utilizados na analise s&o

apresentados na Figura 8.38:



Figura 8.38 — Valores adotados no exemplo 8.8

K 2,15.10°
G 1 (fase 1) e O (fase 2)
p 1
Y1 0,5
Y- 0,5
K 0
G 0,001
Comprimento (W) 0,35
Largura 1,00
Altura (H) 0,70
g 1
At 2,5.10*
Tempo total de andlise 1,675
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacdo na espessura Linear
N2 nés 440/3080
N2 elementos finitos 42/324
Tolerdncia (Newton-Raphson) 107

Fonte: o proprio autor.

Foram utilizadas duas discretizacGes para a analise, uma com 42 (Figura 8.39a) e outra
com 324 elementos finitos (Figura 8.39b). Como o exemplo se trata de um problema
bidimensional, foi adotada aproximagdo linear na espessura e as faces triangulares dos

elementos foram impedidas de transladar na direcdo da altura do prisma.

Figura 8.39 — DiscretizacOes adotadas no exemplo 8.8: (a) 42 e (b) 324 elementos finitos

(a) (b)

Fonte: o proprio autor.
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Inicialmente, com a barragem ainda intacta, foi realizada uma analise estatica com um
valor pequeno de G, de modo a permitir a acomodacdo do fluido e se obter a distribuicao inicial
de tensdo hidrostatica. Em seguida, atribuiu-se valor nulo a G e o anteparo vertical da direita
foi retirado, sendo em seguida realizada a analise dinamica do escoamento do fluido. Snapshots

do escoamento com a discretiza¢do mais refinada séo apresentados na Figura 8.40, com a escala
de cor representando o deslocamento x:

Figura 8.40 — Snapshots do escoamento da coluna d’agua com o deslocamento x do fluido obtidos
com a discretizacdo com 324 elementos finitos

t=0,250

\.

t=0,500 t=0,750

t=1,000 t=1,250
t=1,500 t=1,675

Fonte: o proprio autor.

Com os resultados obtidos com o programa, foi plotado um grafico do alargamento
relativo da base do fluido (L/W) em relagdo ao tempo adimensional (t*). O gréafico é
apresentado na Figura 8.41, onde foram também plotados os dados experimentais fornecidos
por Nithiarasu (2005). O tempo adimensional t* utilizado no eixo das abscissas foi obtido
convertendo-se o tempo t através da expressao:
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t* =t 2g/W (365)

Figura 8.41 — Gréfico do alargamento relativo da base (L/W) em relagdo ao tempo adimensional (t*)
6 I ] 1 1
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Fonte: o proprio autor.

Analisando-se o grafico, foi possivel observar um bom ajuste das curvas com os dados
fornecidos pela referéncia, especialmente com a curva obtida com a malha mais refinada, a qual
ficou praticamente sobreposta com os pontos experimentais. Tendo em vista os bons resultados

obtidos, foi validado o algoritmo de viscosidade.

8.9  Propagacdo de onda solitaria

Neste exemplo, foi analisada a propagacdo de uma onda solitaria. O problema foi
também retirado de Nithiarasu (2005) e consiste na propagacdo de uma onda sob a superficie
livre de um volume de &gua contido em um reservatorio. O reservatorio € composto por trés
paredes, duas verticais e uma horizontal. As paredes verticais permitem o deslocamento da agua
na direcdo y, enquanto que a superficie horizontal permite o deslocamento na direcdo x. A

geometria inicial do problema é apresentada na Figura 8.42:
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Figura 8.42 — Geometria inicial do exemplo 8.9

hy

d} 4

Fonte: o proprio autor.

Para o exemplo, foram adotados os dados constantes na Figura 8.43. Nota-se que, assim

como no exemplo anterior, foi adotado um valor elevado de bulk modulus, uma vez que no

artigo de referéncia a agua foi considerada como sendo um fluido incompressivel.

Figura 8.43 — Valores adotados no exemplo 8.9

K 2,15 GPa
G 0
p 1000 kg/m?
)41 0,5
Y2 0,5
K 0
G 0,001 Pa.s
Comprimento do reservatorio (L) 16,0 m
Largura do reservatorio 1,0m
Altura do nivel d’agua (d) 1,0m
Altura inicial da onda (h) 0,3m
g 9,8 m/s?
At 0,005 s
Tempo total de andlise 15,000 s
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacao na espessura Linear
N2 nds 686/1460
N2 elementos finitos 64/144
Tolerancia (Newton-Raphson) 107

Fonte: o préprio autor.

As condicoes iniciais do problema foram calculadas através das expressdes analiticas

fornecidas por Laitone (1960):
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2

‘ 3h
H =d+ hl|sech rﬁx (366)

2

h / 3h
Uy = ,/gda sech PR (367)

2

hy*/? ,Sh /3h
v, =/3gd (E) gsech YPER: tanh YPEk: (368)

onde H ¢ a coordenada vertical da superficie livre da agua em relacéo a superficie horizontal,
v, € a componente horizontal da velocidade inicial e v, € a componente vertical da velocidade
inicial.

Para a andlise, foram utilizadas duas discretizagdes, uma com 64 (Figura 8.44a) e outra
com 144 elementos finitos (Figura 8.44b). Como este exemplo também se trata de um problema
bidimensional, foi adotada aproximacdo linear na espessura e as faces triangulares dos

elementos foram impedidas de transladar na direcdo da altura do prisma.

Figura 8.44 — DiscretizacOes adotadas no exemplo 8.9: (a) 64 e (b) 144 elementos finitos

(a)

(b)

Fonte: o préprio autor.

Snapshots da propagacédo da onda no fluido obtidos com a discretizacdo mais refinada
séo apresentados na Figura 8.45, na qual a escala de cor representa o deslocamento y:
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Figura 8.45 — Snapshots da propagacao da onda com o deslocamento y do fluido obtidos com a
discretizagdo com 144 elementos finitos

r e
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Fonte: o proprio autor.

Foi analisada a variacdao do nivel d’agua em relacdo ao tempo nos pontos localizados
nas extremidades direita e esquerda superiores do reservatério. Os graficos obtidos com o
programa sdo apresentados, respectivamente, na Figura 8.46 e Figura 8.47, nas quais foram
também plotados os resultados obtidos numericamente por Nithiarasu (2005):
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Figura 8.46 — Gréfico da variagdo do nivel d’agua em relagdo ao tempo no ponto superior direito do

reservatorio
1.8 | ! ! ! - !
| 64 elementos (Qutor) — |
: 144 elementos (autor) = =
1_6 L ... R N|th|arasu (2005) . ................................. -

=
N

Altura (m)
o

Fonte: o proprio autor.

Figura 8.47 — Gréfico da variacdo do nivel d’agua em relacdo ao tempo no ponto superior esquerdo do

reservatorio
1.8 ! | ‘ . | |
: : : ® : . : :
: : 64 elementos (autor)
| | | . |144 elementos (autor) = =
1.6 _ ________________ _________________ ______________ Nithiarasu (2005) . 1
14
o
0
B
= 1.2
1 .
0.8 ' | | . | |
0 2 4 6 8 10 12 14
Tempo (s)

Fonte: o proprio autor.
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Analisando-se o grafico, foi possivel observar que para ambas as discretizagfes foram
obtidos resultados proximos aos da referéncia, reforcando a validacdo do algoritmo de

viscosidade.

8.10 Acomodacdo de pasta cimenticia em formas rigidas

No presente exemplo, foi feita a analise da acomodacéo de pasta cimenticia em férmas
consideradas rigidas. O problema consiste em uma coluna de pasta de cimento inicialmente em
repouso, cujas faces esquerda e inferior estdo em contato com a forma. A direita, encontra-se o
plano de simetria da férma, no qual ha um vergalhdo com diametro de 20 mm (@ 3/4”) e
cobertura de 20 mm ainda ndo em contato com a pasta. Para a andlise, fez-se uso da simetria
através da discretizacdo de apenas metade do problema, sendo o vergalhdo disposto no centro
da férma e discretizado com metade de sua circunferéncia. A geometria inicial do teste é

apresentada na Figura 8.48, na qual as dimensdes sdo dadas em centimetros:

Figura 8.48 — Geometria inicial do exemplo 8.10

11
15

Fonte: o proprio autor.
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Para o exemplo, foram adotados os dados constantes na Figura 8.49:

Figura 8.49 — Valores adotados no exemplo 8.10

K 2,15 GPa
G 0
p 2400 kg/m?3
)41 0,5
Y2 0r5
K 0
G 145 Pa.s (fase 1) / 25 Pa.s (fase 2)
Base inicial da coluna de pasta de cimento 5cm
Altura inicial da coluna de pasta de cimento 15cm
Profundidade da coluna de pasta de cimento 100 cm
Base da forma 10 cm
Altura da férma 15 cm
Profundidade da férma 100 cm
Didametro do vergalhdo de aco 20 mm (@ 3/4”)
g 9,8 m/s?
At 0,0005 s
Constante de penalizacao 1,0.10°
Tempo total de andlise 0,3s
N2 pontos de Hammer 12
Grau de aproximacao na espessura Linear
N2 nds 5642
N2 elementos finitos 600
Tolerdncia (Newton-Raphson) 10°®

Fonte: o proprio autor.

Como o teste se trata apenas de uma demonstracdo qualitativa de aplicacdo da
formulacdo numérica, o exemplo foi analisado sem plasticidade, sendo utilizada apenas uma
discretizacdo com 5642 nés e 600 elementos (Figura 8.50). Por se tratar de um problema
bidimensional, foi adotada aproximagdo linear na espessura e as faces triangulares dos
elementos foram impedidas de transladar na direcdo da altura do prisma. Além disso, foram
impostas condi¢Oes de apoio nas faces inferior e da esquerda da coluna de pasta cimenticia
(deslocamento em x e y livres, respectivamente), enquanto que o contato no plano de simetria

e no vergalho foi imposto por penalizagdo.
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Figura 8.50 — Discretizacdo adotada no exemplo 8.10

Fonte: o proprio autor.

O acomodamento da pasta cimenticia na forma foi analisado com a pasta sujeita apenas
a seu peso préprio. A analise foi realizada em 2 fases: na fase 1 (0 a 0,25 s), foi adotada uma
viscosidade cisalhante elevada de 145 Pa.s até que houvesse a estabilizacdo do escoamento; em
seguida, na fase 2 (0,25 s a 0,30 s), foi simulada de forma simplificada a vibragdo da pasta
cimenticia através da reducdo da viscosidade cisalhante para um valor de 25 Pa.s, a fim de que
houvesse o melhor preenchimento da pasta na forma. Vale mencionar aqui que existe uma
maior dificuldade na calibracdo da constante de penalizagdo em problemas de fluidos quando a
viscosidade é muito baixa, uma vez que ndo ha rigidez associada ao fluido, sendo por isso
adotados valores elevados de viscosidade cisalhante no exemplo.

A seguir, na Figura 8.51, sdo apresentados snapshots do preenchimento da forma com

a pasta de cimento, com a escala de cor representando o deslocamento x:
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Figura 8.51 — Snapshots da acomodag&o da pasta cimenticia na férma com o deslocamento x da pasta

Fonte: o proprio autor.

Na Figura 8.52, sdo apresentados snapshots mostrando o detalhe do envolvimento do
vergalh&o pela pasta cimenticia nos tempos 0,25 s (fim da fase 1) e 0,30 s (fim da fase 2), com
a escala de cor representando o deslocamento x. A partir dos snapshots, foi possivel observar
que, conforme esperado, a redugéo da viscosidade cisalhante promoveu um maior envolvimento
do vergalhdo pela pasta de cimento. Acredita-se que o envolvimento seria ainda melhor caso

fosse utilizada uma malha mais refinada para a discretiza¢ao da pasta.
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Figura 8.52 — Snapshots do envolvimento do vergalhdo pela pasta cimenticia
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t=0,25s t=0,30s

Fonte: o préprio autor.

A partir dos resultados, foi possivel concluir que o programa foi capaz de simular o
preenchimento de férmas com pasta cimenticia, demonstrando sua aplicabilidade em problemas

de contato com fluidos altamente viscosos.
8.11 Ensaio de mini abatimento

Neste altimo exemplo, foi feita a simulagdo de um ensaio de mini abatimento (mini
slump), o qual costuma ser bastante utilizado para a avaliagédo da fluidez de pastas cimenticias.
O teste teve como objetivo demonstrar a capacidade da formulagéo na resolucdo de problemas
tridimensionais de fluidos.

O ensaio de mini abatimento segue o seguinte procedimento: primeiramente, um molde
tronco-cénico é preenchido com pasta de cimento, a qual é conformada na geometria

apresentada na Figura 8.53; em seguida, o0 molde é removido, provocando o espalhamento da
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pasta; por fim, apds a estabilizagdo do escoamento, é feita a medicdo de dois didmetros

perpendiculares entre si, cujo valor médio representa o espalhamento da pasta.

Figura 8.53 — Geometria e dimensdes iniciais da pasta de cimento no ensaio de mini abatimento

Dgyp = 70 mm

H=40 mm

Dis =80 mm

Fonte: o proprio autor.

O exemplo é inspirado no artigo de Bouvet, Ghorbel e Bennacer (2010), os quais
investigaram através de testes numeéricos e experimentais a influéncia de parametros reologicos
de pastas cimenticias (viscosidade e tensdo de escoamento) no didmetro final obtido no ensaio
de mini slump. Apesar de os autores terem revelado ser dificil a reprodugdo com precisdo dos
resultados, alguns dados foram tomados do artigo a fim de que fossem empregadas grandezas
reais nas simulacGes numéricas. Os dados adotados no exemplo sdo apresentados na Figura
8.54:
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Figura 8.54 — Valores adotados no exemplo 8.11

Caso G=1,4Pa.s G=28Pa.s
K 2,15.10° Pa 2,15.10° Pa
G 0 0
P 2500 kg/m? 2500 kg/m3
Y1 0,5 0,5
Vs 0,5 0,5
K 0 0
Diametro superior (D) 70 mm 70 mm
Diametro inferior (D;y, ) 80 mm 80 mm
Altura (H) 40 mm 40 mm
g 10 m/s? 10 m/s?
At 0,0001 s 0,0002 s
Tempo total de andlise 0,4s 0,8s
N2 pontos de Hammer 12 12
Grau de aproximacdo na espessura Cubico Cubico
N2 nds 1183/2275/3367 2275
N2 elementos finitos 64/128/192 128
Tolerancia (Newton-Raphson) 104 104

Fonte: o proprio autor.

Como ndo foi mencionado no artigo o valor do bulk modulus utilizado nas analises,
foram realizados testes para avaliar sua influéncia no escoamento da pasta. Atraves dos testes,
foi possivel constatar que, apesar de o valor do bulk modulus néo exercer grande influéncia no
problema, a pasta cimenticia perde sua simetria com a evolugdo do escoamento para valores
superiores a 2,15.10° Pa.s, sendo por isso utilizado este valor nas simulagGes numéricas.

Tomando-se proveito da simetria do problema, foi feita a discretizacdo de apenas 1/4 do
tronco de cone, sendo empregados elementos curvos com aproximacgdo cubica na base e na
altura. A anélise de convergéncia foi feita utilizando-se 3 discretizagdes:

a) 64 elementos finitos - 4 divisdes no raio e 4 na altura;
b) 128 elementos finitos - 4 divisbes no raio e 8 na altura;

c) 192 elementos finitos - 4 divisbes no raio e 12 na altura.

As discretizag@es utilizadas nas analises sdo apresentadas na Figura 8.55:
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Figura 8.55 — Discretizag¢des adotadas no exemplo 8.11: (a) 64, (b) 128 e (c) 192 elementos finitos
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Fonte: o proprio autor.

Para as trés discretizacgdes, foram analisados o deslocamento vertical do ponto superior
central do tronco de cone e o diametro médio da base (dobro da média dos raios de todos 0s nds

localizados na circunferéncia da base do tronco de cone) ao longo do tempo. O escoamento foi
estudado para 0s seguintes regimes:

a) Regime de fluido viscoso;

b) Regime rigido-viscoplastico com T = 20 Pa (valor do artigo de referéncia) e T =
150 Pa.

Nos testes com plasticidade, devido ao fato de a tensé@o de escoamento ser baixa e,
consequentemente, o fluido atingir rapidamente o regime plastico, foi utilizado o modelo de
fluido rigido-viscoplastico nas analises, o qual considera a tenséo elastoplastica como sendo
constante e igual a tensdo de escoamento durante todo o tempo de analise. Dessa forma, foi
possivel garantir um comportamento elastopléstico perfeito do fluido e evitar a calibracdo das
constantes de encruamento para diferentes intervalos de deformacao, a qual seria dificil devido
ao elevado nivel de deformacGes.

Devido aos problemas evidenciados com a utilizagdo de contato por penalizagdo com
fluidos pouco viscosos e ao baixo valor de viscosidade da pasta cimenticia do exemplo, evitou-
se utilizar o algoritmo de contato nos testes, sendo as restricbes da pasta cimenticia impostas
com o emprego de apoios deslizantes nas faces laterais. Na base, o escoamento foi analisado
para duas condicOes de contorno distintas. A primeira foi com base deslizante, na qual se

permitiu o deslizamento do tronco de cone no plano da base, sendo esta condigéo de contorno
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utilizada para avaliar a influéncia de 7 e G no problema. A segunda foi com base fixa, na qual
todos os nos da base foram mantidos fixos e 0s n6s das camadas superiores eram restringidos
em todas as direcdes & medida que entravam em contato com o plano da base. Esta Ultima
condicdo de contorno foi uma tentativa de se simular de forma mais realista 0 contato entre a
pasta cimenticia e a superficie de escoamento.

Todos os casos analisados séo apresentados na Tabela 8.3:

Tabela 8.3 — Casos analisados no exemplo 8.11

Caso Regime G (Pa.s) 7T (Pa) N2 elementos Condigdo de contorno
1 Fluido viscoso 1,4 - 64 Base deslizante
2 Rigido-viscoplastico 1,4 20 64 Base deslizante
3 Rigido-viscoplastico 1,4 150 64 Base deslizante
4 Rigido-viscoplastico 1,4 20 128 Base deslizante
5 Rigido-viscoplastico 1,4 150 128 Base deslizante
6 Rigido-viscoplastico 1,4 20 192 Base deslizante
7 Rigido-viscoplastico 1,4 150 192 Base deslizante
8 Fluido viscoso 1,4 - 192 Base fixa
9 Rigido-viscoplastico 1,4 20 192 Base fixa
10 Rigido-viscoplastico 2,8 20 128 Base deslizante
11  Rigido-viscoplastico 2,8 150 128 Base deslizante

Fonte: o proprio autor.

Os graficos do deslocamento vertical e do diametro médio em relagdo ao tempo para
G = 1,4 Pa. s sdo apresentados, respectivamente, na Figura 8.56 e Figura 8.57. Salienta-se que,
devido a dificuldade na identificacdo dos nos da periferia para a obtencdo do didmetro médio
da base com a condicdo de contorno de base fixa, foi utilizado o didmetro na direcdo x para a
confeccdo das curvas com esta condicao de contorno, as quais estao identificadas com “*” na
legenda da Figura 8.57. No mesmo gréfico, para fins de comparacédo, foi também plotada uma
linha constante representando o diametro final obtido experimentalmente por Bouvet, Ghorbel

e Bennacer (2010).



Figura 8.56 — Grafico do deslocamento vertical do ponto superior central da pasta cimenticia em relagio ao tempo para G = 1,4 Pa.s
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Fonte: o proprio autor.
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Figura 8.57 — Gréfico do diametro médio da base da pasta cimenticia em relagio ao tempo para G = 1,4 Pa.s
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Fonte: o préprio autor.
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Vistas de perfil da configuracdo final da pasta cimenticia dos casos de fluido viscoso,
rigido-viscoplastico com T = 20 Pa e rigido-viscoplastico com T = 150 Pa, todos com G =
1,4 Pa. s, sdo apresentadas respectivamente na Figura 8.58, Figura 8.59 e Figura 8.60, nas quais

a escala de cor representa o deslocamento vertical:

Figura 8.58 — Vistas de perfil da configuragdo final da pasta cimenticia com o deslocamento vertical
para o caso de fluido viscoso com ¢ = 1,4 Pa.s

S

64 elem. - base desl. 192 elem. - base fixa

|

Fonte: o proprio autor.

Figura 8.59 — Vistas de perfil da configuracdo final da pasta cimentl’ci_a com o deslocamento vertical
para o caso rigido-viscoplastico com T = 20 Pae G = 1,4 Pa.s
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Fonte: o proprio autor.

Figura 8.60 — Vistas de perfil da configuracdo final da pasta cimentl’cig com o deslocamento vertical
para o caso rigido-viscoplastico com 7 = 150 Pae G = 1,4 Pa.s
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Fonte: o proprio autor.

A partir dos resultados obtidos com o programa, foi possivel observar que ndo houve
grandes diferencas entre as discretizagfes com 128 e 192 elementos finitos, o que indica que a
primeira ja é suficiente para representar o continuo. Com relagdo as condigdes de contorno,
durante o tempo de analise adotado ndo foram observadas grandes diferencas nos
deslocamentos verticais e diametros finais e, conforme esperado, 0 contato entre a pasta

cimenticia e a superficie de escoamento ocorreu de forma mais proxima do real com a condi¢do
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de contorno com base fixa. No entanto, espera-se que, com o aumento do tempo de analise, a
estabilizacdo dos deslocamentos com o modelo de fluido viscoso ocorra com valores maiores
do que com o0 modelo rigido-viscoplastico. Alem disso, vale-se mencionar também a influéncia
significativa observada da tensdo de escoamento no escoamento da pasta cimenticia. Esta
influéncia ficou evidente principalmente nas analises feitas com T = 150 Pa, onde a tensdo de
escoamento reduziu consideravelmente o volume de fluido deslocado.

Conforme apresentado na Figura 8.54 e Tabela 8.3, foram também realizados testes para
G = 2,8 Pa.s (dobro do valor de G = 1,4 Pa.s retirado do artigo de referéncia) com a
discretizagdo com 128 elementos finitos, com o intuito de se demonstrar a sensibilidade da
formulagcdo em relagdo ao pardmetro viscoso. Neste caso, foram adotados o dobro do
incremento de tempo (At = 0,0002 s) e o dobro do tempo de analise (0,8 s). Os graficos do
deslocamento vertical e do diametro médio em relagdo ao tempo obtidos com G = 2,8 Pa.s
séo apresentados, respectivamente, na Figura 8.61 e Figura 8.62. Para fins de comparacao, no
altimo grafico foi também plotada uma linha constante representando o diametro final obtido

experimentalmente por Bouvet, Ghorbel e Bennacer (2010).

Figura 8.61 — Grafico do deslocamento vertical do ponto superior central da pasta cimenticia em
relacdo ao tempo para G = 2,8 Pa.s
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Fonte: o proprio autor.
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Figura 8.62 — Gréfico do diametro médio da base da pasta cimenticia em relagio ao tempo para G =

2,8 Pa.s
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Fonte: o proprio autor.

Vistas de perfil da configuracdo final da pasta cimenticia obtidas com G = 2,8 Pa. s sdo

apresentadas na Figura 8.63, com a escala de cor representando o deslocamento vertical:

Figura 8.63 — Vistas de perfil da configuragdo final da pasta cimenticia com o deslocamento vertical
para o caso rigido-viscoplastico com 128 elementos finitos e G = 2,8 Pa.s

————— “
—————sl A
T = 20 Pa - base desl. T = 150 Pa - base desl.

Fonte: o proprio autor.

Analisando-se os resultados obtidos com G = 2,8 Pa. s, foi possivel observar que tanto
o deslocamento vertical final quanto o diametro final no tempo de 0,8 s foram proximos aos
obtidos com G = 1,4 Pa.s no tempo de 0,4 s. Dessa forma, pdde-se concluir que, conforme
esperado, na formulacdo implementada a viscosidade ndo exerce influéncia no diametro final,
mas sim no tempo para o fluido atingir tal configuracao. Além disso, a quase proporcionalidade

dos resultados indicou que a pasta se comportou de forma quase newtoniana.
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Por fim, salienta-se que, apesar de os didmetros finais dos testes terem ficado de uma
maneira geral proximos do didmetro obtido experimentalmente pela referéncia, nao foi objetivo
do exemplo confirmar o experimento, uma vez que 0 contato na base deve ser melhorado.
Porém, em geral, foram observados bons resultados com as implementacdes realizadas no
programa, sendo, portanto, a formulacdo considerada eficaz para a resolucdo deste tipo de
problema. Além disso, acredita-se que, com a melhoria da discretizacdo da pasta e com o
aprimoramento da técnica de contato sem deslizamento, podem ser obtidos resultados ainda
melhores com a formulagdo proposta, 0s quais sdo deixados como sugestdes para trabalhos

futuros.
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9 CONCLUSOES

No presente trabalho, foi proposta uma formulacao alternativa baseada na decomposicédo
multiplicativa de Flory capaz de simular de forma simples e unificada materiais viscoelasticos,
viscoplasticos, fluidos compressiveis viscosos e materiais rigido-viscoplasticos no regime de
grandes deslocamentos e deformag6es. A formulagéo proposta foi implementada em um cédigo
computacional empregando o Método dos Elementos Finitos Posicional com elementos finitos
prismaticos de base triangular com aproximacao cubica na base e linear ou cbica na espessura.
O programa também contempla algoritmo de contato por penalizacdo com deteccdo feita
através de estratégia n6-a-superficie com superficies alvo consideradas rigidas.

Nos exemplos de validacdo, foram obtidos resultados proximos aos da literatura,
mostrando-se a formulacédo capaz de resolver com sucesso exemplos dos mais variados tipos,
como problemas estéticos e dindmicos sob grandes deformagdes com ou sem contato nos
regimes elastico, plastico, viscoelastico e viscoplastico. Ainda, com os exemplos de aplicacdo
propostos, foi demonstrada a aplicabilidade do algoritmo na resolucdo de uma grande gama de
problemas praticos da area da engenharia civil, como rompimentos de barragens, propagacao
de onda em fluidos, preenchimento de férmas e ensaios de caracterizacao de pastas cimenticias.
Ressalta-se ainda que o programa também possui potencial para utilizacdo em outras
aplicacbes, como a conformacdo de perfis metélicos e o estudo do comportamento de solos
liquefeitos em barragens de residuos de mineracao.

Dessa forma, a pesquisa permitiu ampliar ainda mais o campo de aplicagbes do Método
dos Elementos Finitos Posicional. Além disso, pelo fato de a formulagdo implementada ser
nova, nota-se que o trabalho pode servir como ponto de partida para novas pesquisas a serem
desenvolvidas para o aperfeicoamento da formulacdo. Portanto, foi possivel concluir que a
formulacdo proposta e sua implementagdo computacional se mostraram eficazes para a
simulacdo de forma unificada de solidos e fluidos, sendo os objetivos do trabalho alcancados
COM SuCesso.

A partir dos desenvolvimentos realizados, algumas sugestbes de trabalhos futuros
podem ser feitas:

a) substituicdo do algoritmo de contato por penalizacdo por algoritmo baseado em
multiplicadores de Lagrange ou outras técnicas utilizadas na Mecénica dos Fluidos,
principalmente aquelas empregadas no Método das Particulas;
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b) implementacdo de algoritmo de integragcdo temporal mais moderno onde calibra¢des
associadas a problemas de impacto sejam realizadas de forma mais simples;

c) implementacdo de elementos finitos tetraédricos para a analise de estruturas
tridimensionais mais complexas;

d) aprimoramento da paralelizacdo do codigo a fim de se possibilitar a anélise de

problemas com maior custo computacional.
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APENDICE A — Desenvolvimento da expressdo do 2° invariante isocorico

No presente apéndice, demonstra-se a relagdo entre o 2° invariante isocorico e o critério
de plastificacdo de von Mises, de modo a se chegar a expressao apresentada na Equacgéo (269).
Primeiramente, define-se a tensdo desviadora s;;, a qual & dada pela diferenca entre o

tensor de tensdes o;; e 0 tensor de tensdes hidrostatico a[]‘-id, ou seja:

011 012 013 om O 0
Sij = O'ij — O'if]l'ld =021 0322 O323|— 0 Om 0
031 032 033 0 0 oy
(A1)
011 — Om 012 013
= 021 022 — Om 023
031 032 033 — Oy

sendo a,, a tensdo média.

O 2° invariante da componente desviadora da tenséo (J,) é dado pela seguinte expressao:

_ (522 Sz23 S11 S13 S11 S12
J2= (|532 533| |531 533| |521 522|) (A2)
Expandindo-se a Equacédo (A2), tem-se:
J2 = —[(522833 — S23532) + (511533 — S13531) + (511522 — S12521)] (A3)

= —(S11522 + 511533 + 522533) + 512 + 5§53 + 533
A partir das componentes s;; apresentadas na Equagdo (Al), os trés primeiros termos
da Equacéo (A3) podem ser desenvolvidos da seguinte forma:
—(511522 + 511533 + 522533)
= —[(011 — om) (022 — 0) + (011 — ) (033 — Opy)
+ (022 — o) (033 — O]
= —011022 + 0110y + 0220m — Oy — 011033 + 0110, (A4)
+ 0330y, — 02, — 032033 + 0320, + 0330, — 02,
= —0110322 — 011033 — 022033
+ 0,,(20y1 + 204, + 2035 — 30,,,)

Considerando que a tensdo média o, € dada por:
011 + 033 + 033
Om =
3
continua-se o desenvolvimento da Equacéao (A4):

(A5)
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— (811522 + 511533 + S22533)
= —011022 — 011033 — 022033

(011 + 03 + 033
3
(011 + 0 + 033)]
—3 :

) [2011 + 20'22 + 20'33

= —0110322 — 011033 — 022033

(Uu + 0y + 033
3

) (011 + 022 + 033)

1
= —091023 — 011033 — 02033 + 3 (011 + 023 + 033)? (AB)

= —011023 — 011033 — 022033

+ 3 [0f, + 05, + 0235 + 2011025 + 2011033 + 202,033]

1

=3 [0f1 + 05, + 033 — 011023 — 011033 — 02,033]
1 2 2 2

= g [20f; + 205, + 2033 — 2011023 — 2041033 — 20,,033]
1 2 2 2

= 5 [(011 — 022)° + (022 — 033)* + (033 — 011)°]

Analisando-se agora os trés ultimos termos da Equacao (A3), a partir das componentes
de tensdo fora da diagonal principal apresentadas na Equacdo (Al), retira-se a seguinte relacao:
stz +5{3 + 553 = 0f, + of3 + 033 (A7)
Dessa forma, substituindo as Equacbes (A6) e (A7) na Equacdo (A3), tem-se que J,
pode ser dado pela expresséo:

1
J2 = 6 [(011 — 022)% + (022 — 033)* + (033 — 011)*] + 0, + 03 + 053 (A8)

Aqui, reescreve-se a expressdo do critério de von Mises dado na Equacdo (243) na
forma:
(011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011) + 6(0f, + 0f3 + 033) = 20y (A9)
Comparando-se as expressoes dadas nas Equacdes (A8) e (A9), observa-se que 0 2°
invariante da componente desviadora da tensdo e a tensao de escoamento apresentam a seguinte

relacao:

J, == (A10)
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Agora resta demonstrar a relagdo entre J, e o;;. Para isso, calcula-se o 1° invariante da
componente desviadora da tensdo (/;), que € dado pelo traco do tensor da tensdo desviadora
apresentada na Equacédo (Al):

Ji =Tr(si;) = S11 4 S22 + S33 = 011 — O + 023 — Oy + 033 — Oy

011+ 022 + J33)
3

ou seja, o traco do tensor da tensdo desviadora é sempre nulo, o que demonstra o estado de

(Al1)

=011+022+033_3(

cisalhamento puro decorrente da tensdo desviadora.
Elevando a Equacdo (All) ao quadrado e desenvolvendo-se algebricamente os termos,
obtém-se:
(511 + 522 +533)* =0 (A12)
S§1 + 511522 + S11533 + S11522 + S5 + 522533 + 511533 + 522533 + 553 =0 (Al3)
St + 55, + 533 + 2(511522 + 11533 + 522533) = 0 (Al4)

2 2 2
S11 + S22 + 833

—(511522 + 511533 + S22833) = > (A15)

Substituindo a Equagéo (A15) na Equacdo (A3), chega-se a expressao:

2 2 2
Si1 + S5, +s
Jo=— ;2 =+ 53 + sk + 5% (A16)
Como
SijSij = St1 + S5z + 533 + 5{p + 551 + 5§35 + 531 + 553 + 55, (A17)
= 571 + 55, + 553+ 2(s7, + 573 + 553)
conclui-se que J, pode ser escrito em funcdo de s;;s;; como:
SijSij

J2=—— (A18)

onde J, > 0 para qualquer estado de tensao.
Por fim, agrupando-se as Equagdes (A10) e (A18), o critério de plastificacdo de von
Mises pode ser escrito da seguinte forma:
=20 %
2 3

a qual corresponde a expressao que rege o comportamento elastico de materiais ducteis e

(A19)

isotropicos apresentada na Equacéo (269).



